Solugdes da 12 Lista de Trigonometria

1) Mostremos que existem dois niUmeros A e B tais que
tga = Acotga +Bcotg2a, para a#kz—n (k € Z).

Seja tga = t, entdao temos que:
_ é + B(1-t?)
Fazendo identidade de polinébmios, vem que:
{ —B=2 {B =-=2
2A+B=0 A=1"

t = 2t2= A+ B - Bt2

Dai, tga = cotgoa — 2cotg2a.
Sea = kz—n, S ndo faz sentido.

km ~
Sea # -7 entao

S = (cotga — 2cotg2a) + %(cotg% - 2cotga) + ... + Zin(cotg;in - 2cotg%) =

=S= zincotg;in - 2cotg2a.

2) (1).

a—b+c at+b—c
senbsenc+cosbcosc—cosa _ cos(b—c)— cosa _ 2sen—, —sen——

1-cosx=

senbsenc senbsenc - senbsenc
2sen(p—b)sen(p—c) 2)

Mas a+b+c = 2p, entdo 1 —cos x =

senbsenc
a+b+c —a+b+c
senbsenc—cosbcosc+cosa _ cosa—cos (b+c) _ 2sen— —sen—_— ~
l1+cosx= = = , entao
senbsenc senbsenc senbsenc

2senpsen(p—a
1+cosx= w

(3).
Substituindo (2) e (3) em (1), vem que:

t X_ sen(p—b)sen(p—c)
8,°= senpsen(p—a)

senbsenc

2

3) Por hipdtese,
sen2b —sen2a = sen2c — sen2b.
Dai, transformando diferenca em produto, vem que:
2sen(b - a)cos(b + a) = 2sen(c - b)cos(c + b) ==
=sen[b + c—(a + c)]cos(b + a) = sen[c + a — (b + a)]cos(c + b) =
= sen(b + c)cos(a + c)cos(a + b) — sen(a + c)cos(b + c)cos(a + b) =
= sen(a + c)cos(a + b)cos(b + c) — sen(a + b)cos(a + c)cos(b + c).
Dividindo ambos os membros da equacgdo acima por cos(a + b)cos(b + c)cos(a + c),
vem que:
tg(b+c)-tgla+c)=tg(a+c)—tg(a+b),ouseja, tg(b+c), tg(a+c)etg(a+b)estdo
em progressao aritmética.



4) Mostremos que existem dois nimeros A e B tais que

a
o Acotg; + Bcotga.

Seja tg% =t, entdo temos que:

1+¢2 _A + B(1-t?)

=1+t>=2A+B-Bt%
2t t 2t

Fazendo identidade de polindmios, vem que:

{2A—+BB=:1 to {BA==—11'

;1 a
Dai, P cotg2 cotga.
Entdo, S = (cotg% — cotga) + (cotga — cotg2a) + ... + (cotg2™ o — cotg2"a) =

=8= cotg% - cotg2"a.

sen(a+b +c) sena sen(a+b+c)cosa—senacos(a+b+c sen(b+c
5) tg(a+b+c)—tga= ¢ ). = ¢ ) — Gr9)
cos (a+b+c) cosa cosacos(a+b+c) cosacos(a+b+c)
senb senc senbcosc+senccosb sen(b+c
tgb +tgc = + = = ( ).
cosb cosc cosbcosc cosbcosc
Dai. v = sen(b+c) sen(b+c) _ sen(b+c)[cosbcosc—cosacos(a+b+c)
Y= cosacos(a+b+c) cosbcosc cosacosbcosccos(a+b+c)
cos(b+c)+ cos (b—c) cos(2a+b+c)+ cos (b+c)

Mas, cosbcosc = e cosacos(a+b+c)=

2
sen(b+c)[cos(b—c)— cos (2a+b+c)

2cosacosbcosccos( a+b+c)

2

Entdo, y = sen(a+b)sen(b+c)sen(a+c)

e finalmente, y =

cosacosbcosccos(a+b+c)

6) Multiplicando a primeira soma por Zseng, vem que:
Zseng S = Zsenaseng +2sen(a + r)seng +...+2senfa+ (n—1)r] seng =
= [cos(a -g) —cos(a +£)] + [cos(a + g) - cos(a +32—r)] + ...+ {cos[a+(2n-13) g] -
—cos[a+(2n—-1) g]}.
Entdo, Zseng S =cos(a - g) —cos[a+(2n—1) %] = 25en%sen[a +(n—-1) g] =

nr T
P sen?sen[a+(n—1)z].

-
senE
Para r=a, analogamente, C = —*—2—

sen;
Para r#a, tomando S como uma fun¢do em a, ou seja, S(a), e derivando, vem que:
Por um lado, S’(a) = {sena + sen(a + r) + sen(a+ 2r) + ... + sen[a+ (n—1)r]} =
=cosa+cos(a+r)+cos(a+2r)+..+cosla+(n—-1)r]=C.
sen%sen[a+(n—1)§] , sen%cos [a+(n—1)§]

Por outro lado, $’(a) = { 7

7
sen- sen-
2 2

Confrontando, temos que:

sen%cos [a+(n— 1)%]

C =S =

S(?TI.r
2



nr r
sen—-cos [a+(n—-1) ?]

Logo,C = 7
senw

7) Primeiro, vamos mostrar que
sec(na) - sec(n + 1)a = cosseca- [tg(n + 1)a- tg(na)].
Desenvolvendo o lado direito da identidade,
1 [sen(n+1)a_ sen(na)]
sena Lcos(n+1)a cos (na)
1 [sen(n+1)acos (na)—sen(na)cos(n+1)a] _ 1 sena
~ sena cos9na)cos(n+1)a

cosseca-[tg(n + 1)a —tg(na)] =

sena

= cosseca-[tg(n + 1)a — tg(na)] = sec(na)-sec(n +1)a.

cosnacos(n+1)a

Utilizando a identidade acima para calcular S, vem que:
S = cosseca-[tg2a —tga] + cosseca-[tg3a —tg2a] + ... + cosseca[tg(n + 1)a —tg(na)] =

sen(n+1)a sena] _

= cosseca-[tg(n + 1)a —tga] = cosseca-[cos(n+1)a o

sen(na)

sen(n+1)acosa—senacos(n+1)a
_ sen(n+1) (n+Da _ o

sena-cosa-cos(n+1)a B sena-cosa-cos(n+1)a

8) Fagamos uma fungdo f, tal que f(6) = cos(pB) - cos” 6.
Parap=0, f(8) =0 = cos(pB) = cos"6.
Parap=1, f(8) =0 = cos(pf) = cos’d.
Derivando f, vem que:
£'(6) = -psen(pB) + pcos”'Bsend = p[cos”'Bsend — sen(pb)].
Se 0<p<1, senb > sen(pB) = senB — sen(pB) > 0.

0<cosf<1
p<1=p-1<0

= cos”'@send — sen(pB) = senb — sen(pB) = 0 = cos”'Bsend — sen(pB) > 0.
P >0 = p[cos”'Bsend — sen(pB)] = 0.
Entdo, f'(0) = 0.
Como para 6 = 0, temos que f(0) =0, e que f'(8) =0, entdo f(0) =0, sendo que f se
anula para 8 =0, ou seja:
se 8 = 0,cos(pfB) = cosPo
{se 6 #+ 0,cos(pf) > cosPO °
Portanto, cos(p®) é maior ou igual a cos?0.

= cos”'0 > 1 = senB cos”'0 > send =

9) Sabemos que

X
x x x x Cos> x x x x
sen x = 2sen=cos- = 2sen=cos- - —% = 2tg = -cos’=, ou sen x = 2tg =(1 —sen? =) .
2 2 2 2 cos= 2 2 2 2

3

x_x x x - x x x? x
Comox—0,tg=>>esen=<=,entdosenx>2-Z[1-(5)}] =x(1-=) =sem x> x——.
272 2 2 2 2 4 4
X
Sabemos que cos x = 1 — 2sen? >
~ X X
Entdo, como sen = <=, quando x —+ 0, vem que:
2 2

2 2
Cosx>1-2- x::‘;l—%>1—x2.

x3

x x? x_ x 1 x\2 X x
Comosen—>x——,temosqueSen—>———- - =>sen—>-—-———.
2 4 2 2 4 2 2 2 32



2 x4— x6 x2

Mascosx=1—25en25 entdocosx<1-— 2———)2—1—— —— —=<1- =+

Logo, cosx<1—x—+—

16 512 2

2 x4—
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10) Calculemos, primeiramente, C+Se C—-S.

11

12

~

~

x4—

16

C+S=(sen%a + cos?a) + [sen?(a + r) + cos?*(a +r)] + ... + {sen’[a + (n — 1)r] + cos?[a +

+(n=1r]}=n=C+S=n (1).

C—-S=(cos?a—sen?a) + [cos?(a + r) —sen?(a +r)] + ... + {cos?[a + (n— 1)r] —sen?[a +

(n—1)r]} = cos2a + cos(2a + 2r) + ... + cos[2a + 2(n — 1)r].
Utilizando o resultado da 62 questdo, temos que:
C-S= sen(nr) AC(S);EZra+(n—1)r] 2).

Somando (1) e (2):
2C=n+ sen(nr)cos [2a+(n—-1)r] _n-senr+sen(nr)cos [2a+(n—1)r]

senr senr
n-sen r+sen(nr)cos [2a+(n—-1)r]

Entdo, C=
2senr

Substituindo C em (1), vem que:

n-senr+sen(nr)cos [2a+(n—1)r] _n-senr -sen(nr)cos [2a+(n—-1)r]

S=n-

2senr 2senr

~ n-senr -sen(nr)cos [2a +(n—1)r
Entao, S = (nr)cos | ( )].
2senr

sen(a + b +c) = sen a-cos(b + c) + sen(b + c)-cos a = sen a-cos b- cos c + sen b - cos a-

-COS C + sen c- cos a- cos b —sen a- sen b-senc .

Como a,b,c sdo agudos, cos a, cos b, cos c estdo compreendidos entre 0 e 1, entao,

sen a-cos b- cosc<sena

senb-cosa--cosc<senb

senc-cosa-cosb<senc

-sena-senb-senc<0.

Somando as quatro inequag¢des acima, temos que:

sen a-cos b- cos c +sen b - cos a- -cos ¢ + sen c- cos a- cos b —sen a- sen b-senc <
sena+senb+senc.

Logo, sen(a+b+c)<sena+senb+senc.

Seja T(a) = sen a + sen 2a + ... + sen(na).
Derivando a expressdo acima, temos que:
Por um lado, T’(a) = cos a + 2cos 2a + ... + ncos(na) = S

senTsen 2
E por outro lado, T(a) = —2——F—2—.
sen;
(n+1)a , (n+1) (n+1)a na a 1 na (n+1)a a
) COS sen 2 + > COS 2 aen7 sen; - ESQTI?SQTITC‘OSE
Entdo, T'(a) = = .
sen E
n (n+1)a na na (n+1) a 1 (n+1)a a (n+1) na
—|sen————cos—+ sen—cos———|sen—- — -|sen——-——cos— sen cCos———|sen—
] -2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
T (a) = 2a
sen -
2
n a (2n+1)a 1 na na
) ES@TL;S@TLT - ES@TL?SETLT
T'(a) = .

a
sen’=
2



n a (2n+1)a na n a (2n+1)a na
—sen—sen—-_—-Sen —sen_sen—-_—-Ssen"——

Entdo, T'(a) =2—2 25612122 2 Pportanto, S = T(a)= 22 Zse;zg
2 2

13) Primeiramente, calculemos cos a-cos 2a-cos 4a.

sen 8a

1
cOos a-cos 2a-cos 4a = (sen 2a-cos 2a-cos 4a) = (sen 4a-cos 4a) = .
2sena 4sen a 8sena

sen 8a (1)

Entdo, sena-cos a-cos2a-cos 4a =
Derivando a identidade acima, temos que:

€0Sa-Ccos a-cos 2a-cos 4a — sen a-sen a-cos 2a-cos 4a — 2sen a-cos a-sen 2a-cos 4a —
- 4sen a-cos a-cos 2a-sen 4a = cos 8a (2).

Dividindo (2) por (1), vem que:

cotg a—tga—2tg 2a—4tg 4a = 8cotg 8a, ou

tg a + 2tg 2a + 4tg 4a = cotg a — 8cotg 8a.



