
Soluções da 1ª Lista de Trigonometria 

 

1) Mostremos que existem dois números A e B tais que 

tgα = Acotgα +Bcotg2α, para α≠
���  (k ∈ ℤ). 

Seja tgα = t, então temos que: 

t = 
��  + 

	(���
)��   ⇒ 2t² = A + B – Bt². 

Fazendo identidade de polinômios, vem que: 

� −� = 22� + � = 0�  �� = −2� = 1 �. 
��í, ��� =  !��α – 2cotg2α. 

Se � = ��� , S não faz sentido. 

Se α ≠ 
��� , então 

S = (cotgα – 2cotg2α) + ��(cotg
"� - 2cotgα) + … + 

��#(cotg
"�# - 2cotg

"�#$%)  

 S = 
��#cotg

"�# - 2cotg2α. 

 

2) tg &� = ±'�()*²,
�-.(²,
 = ±/��-.(&�0-.(&           (1). 

1 – cos x = 
()*1()*-0-.(1-.(-�-.(2()*1()*-  = 

345(1�-)� -.(2()*1()*-  = 
�()*6$789
 ()*687$9
()*1()*- . 

Mas a+b+c = 2p, então 1 – cos x = 
�()*(:�1)()*(:�-)()*1()*-           (2). 

1 + cos x = 
()*1()*-�-.(1-.(-0-.(2()*1()*-  = 

-.(2�345 (10-)()*1()*-  = 
�()*68789
 ()*$68789
()*1()*-  , então 

1 + cos x = 
�()*:()*(:�2)()*1()*-           (3). 

Substituindo (2) e (3) em (1), vem que: 

tg
 &�  = ± /()*(:�1)()*(:�-)()*:()*(:�2)  . 

 

3) Por hipótese, 

sen2b – sen2a = sen2c – sen2b. 

Daí, transformando diferença em produto, vem que: 

2sen(b - a)cos(b + a) = 2sen(c - b)cos(c + b)   

sen[b + c – (a + c)]cos(b + a) = sen[c + a – (b + a)]cos(c + b)  

 sen(b + c)cos(a + c)cos(a + b) – sen(a + c)cos(b + c)cos(a + b) =  = sen(a + c)cos(a + b)cos(b + c) – sen(a + b)cos(a + c)cos(b + c). 

Dividindo ambos os membros da equação acima por cos(a + b)cos(b + c)cos(a + c) , 

vem que: 

tg(b + c) - tg(a + c ) = tg(a + c) – tg (a + b) , ou seja, tg(b + c), tg(a + c) e tg(a + b) estão 

em progressão aritmética. 

 

 



4) Mostremos que existem dois números A e B tais que 

�()*" = Acotg
"� + Bcotgα. 

Seja tg
"� = t, então temos que: 

�0�²��  = 
��  + 

	(���
)��   1 + t² = 2A + B – Bt². 

Fazendo identidade de polinômios, vem que: 

�2� + � = 1− � = 1 � ⇒  � � = 1� =  −1�. 
Daí, 

�()*" = cotg
"� – cotgα. 

Então, S = (cotg
"� – cotgα) + (cotgα – cotg2α) + … + (cotg2n-1α – cotg2nα)  

 S = cotg
"� - cotg2nα. 

 

5) tg(a + b +c) – tga = 
()*(201 0-)345 (2010-) - 

()*2-.(2 = 
()*(2010-)-.(2�()*2-.((2010-)-.(2-.((2010-) =  ()*(10-)-.(2-.((2010-). 

tgb + tgc = 
()*1-.(1 + ()*--.(- =  ()*1-.(-0()*--.(1-.(1-.(- =  5BC(D03)-.(1-.(-. 

Daí, y = 
()*(10-)-.(2-.((2010-) −  ()*(10-)-.(1-.(- =  ()*(10-)[-.(1-.(-�-.(2-.((2010-)-.(2-.(1-.(--.((2010-) . 

Mas, cosbcosc = 
345(10-)0 345 (1�-)�     e    cosacos(a + b + c) = 

345(�2010-)0 345 (10-)� .  

Então, y = 
()*(10-)[345(1�-)� 345 (�2010-)�-.(2-.(1-.(--.(( 2010-)      e finalmente, y = 

()*(201)()*(10-)()*(20-)-.(2-.(1-.(--.((2010-) . 

 

6) Multiplicando a primeira soma por 2sen
F� , vem que: 

2sen
F� ⋅S = 2senasen

F� + 2sen(a + r)sen
F� + ... + 2sen[a + (n – 1)r] sen

F� =  

= [cos(a - 
F�) – cos(a + 

F� )] + [cos(a + 
F�) - cos(a + 

HF� )] + ... + {cos[a + (2n – 3) F�] - 

– cos[a + (2n – 1) F�]}. 

Então, 2sen
F� ⋅S = cos(a - 

F�) – cos[a + (2n – 1) F�] = 2sen
*F� sen[a + (n – 1) F�]   

 S = 
()*#I
 ()*[20(*��)I
]

()*I
 . 

Para r=a, analogamente, C = 
()*#6
 -.((#8%)6
()*6
  . 

Para r≠a, tomando S como uma função em a, ou seja, S(a), e derivando, vem que:      
Por um lado, S’(a) = {sena + sen(a + r) + sen(a + 2r) + ... + sen[a + (n – 1)r]}’ =  

= cosa + cos(a + r) + cos (a + 2r) + ... + cos[a + (n – 1)r] = C . 

Por outro lado, S’(a) = {
()*#I
 ()*[20(*��)I
]

()*I
 }’ = 
()*#I
 345 [20(*��)I
]

()*I
 . 

Confrontando, temos que: 
K =  L’(N)  =  ()*#I
 -.( [20(*��)I
]

()*I
 .  



Logo, K =  STU UV2  !S [� + (U − 1) V2]
STU V2 . 

  7) Primeiro, vamos mostrar que sec(na) ⋅ sec(n +  1)a =  cosseca ⋅ [tg(n +  1)a –  tg(na)]. 
Desenvolvendo o lado direito da identidade, 

cosseca [tg(n + 1)a – tg(na)] = 
�()*2 c()*(*0�)2345(*0�)2 −  ()*(*2)345 (*2)d = 

= 
�()*2 c()*(*0�)e345 (*2)�()*(*2)-.((*0�)2-.(*2-.((*0�)2 d =  �()*2 ⋅ ()*2-.(f*2)-.((*0�)2  

 cosseca [tg(n + 1)a – tg(na)] = sec(na) sec(n +1)a. Utilizando a identidade acima para calcular S, vem que: 

S = cosseca [tg2a – tga] + cosseca [tg3a – tg2a] + ... + cosseca [tg(n + 1)a – tg(na)] = 

= cosseca [tg(n + 1)a – tga] = cosseca [
()*(*0�)2345(*0�)2 −  ()*2-.(2] =   

= 
()*(*0�)2-.(2�()*2-.((*0�)2()*2⋅-.(2⋅-.((*0�)2   S = 

()*(*2)()*2⋅-.(2⋅-.((*0�)2 . 

 

8) Façamos uma função h, tal que h(θ) = cos(pθ) - cosp θ. 

Para p = 0, h(i) = 0  cos(pθ) = cospθ. 

Para p = 1, h(i) = 0  cos(pi) = cospθ. 

Derivando h, vem que: h′(i) = -psen(pθ) + pcosp-1θsenθ = p[cosp-1θsenθ – sen(pθ)]. 

Se 0<p<1, senθ > sen(pθ)  senθ – sen(pθ) > 0. � kl-.(mn�:l� ⇒:��lko  cosp-1θ ≥ 1  senθ cosp-1θ ≥ senθ   

 cosp-1θsenθ – sen(pθ) ≥ senθ – sen(pθ) ≥ 0  cosp-1θsenθ – sen(pθ) ≥ 0. 

P > 0  p[cosp-1θsenθ – sen(pθ)] ≥ 0. 

Então, h′(i) ≥ 0. 

Como para θ = 0, temos que h(0) = 0, e que h′(i) ≥ 0, então h(i) ≥ 0, sendo que h se 

anula para θ = 0, ou seja: 

p ST i = 0, cos(qi) =   !S:iST i ≠ 0, cos(qi) >   !S:i  �. 
Portanto, cos(pθ) é maior ou igual a  !S:i. 

 

9) Sabemos que 

sen x = 2sen
&�cos

&� = 2sen
&�cos

&� ⋅ -.( ,
-.(,
  = 2tg &� ⋅cos² &� , ou sen x = 2tg &�(1 – sen² &�) . 

Como x → 0 , tg &� > 
&� e sen &� < 

&� , então sen x > 2 ⋅ &�[1 – (
&�)²] = x(1 – 

&²u ) sem x > x – 
&³u .  

Sabemos que cos x = 1 – 2sen² &� . 

Então, como sen 
&� < 

&� , quando x  0, vem que: 

Cos x > 1 – 2 ⋅  &²u   1 – 
&²�  > 1 – x² . 

Como sen &� > x – 
&²u  , temos que sen 

&� > 
&� - 

�u  ⋅ w&�x� ⇒ sen
&� > 

&� – 
&³H� . 



Mas cos x = 1 – 2sen² &� , então cos x < 1 – 2(
&� − &³H�)² = 1 – 

&²�  + 
&y
�z −  &{

|�� < 1 −  &²�  + 
&y
�z. 

Logo, cos x < 1 – 
&²� + 

&y
�z . 

 

10) Calculemos, primeiramente, C + S e C – S .  

C + S = (sen²a + cos²a) + [sen²(a + r) + cos²(a + r)] + ... + {sen²[a + (n – 1)r] + cos²[a + 

+ (n – 1)r]} = n  C + S = n          (1). 

C – S = (cos²a – sen²a) + [cos²(a + r) – sen²(a + r)] + ... + {cos²[a + (n – 1)r] – sen²[a + 

(n – 1 )r]} = cos2a + cos(2a + 2r) + ... + cos[2a + 2(n – 1)r]. 

Utilizando o resultado da 6ª questão, temos que: 

C – S = 
()*(*F) ⋅345 [�20(*��)F]()* F           (2). 

Somando (1) e (2): 

2C = n + 
()*(*F)345 [�20(*��)F]()* F  = 

*⋅()* F0()*(*F)345 [�20(*��)F]()* F . 

Então, C = 
*⋅()* F0()*(*F)345 [�20(*��)F]�()* F . 

Substituindo C em (1), vem que: 

S = n - 
*⋅()* F0()*(*F)345 [�20(*��)F]�()* F  = 

*⋅()* F –()*(*F)345 [�20(*��)F]�()* F  . 

Então, S = 
*⋅()* F –()*(*F)345 [�2 0(*��)F]�()* F  . 

 

11) sen(a + b +c) = sen a cos(b + c) + sen(b + c) cos a = sen a cos b  cos c + sen b  cos a  

cos c + sen c  cos a  cos b – sen a  sen b  senc . 

Como a,b,c são agudos, cos a, cos b, cos c estão compreendidos entre 0 e 1, então, 

sen a cos b  cos c < sen a 

sen b  cos a  cos c < sen b 

sen c  cos a  cos b < sen c 

- sen a  sen b  senc < 0 . 

Somando as quatro inequações acima, temos que: 

sen a cos b  cos c + sen b  cos a  cos c + sen c  cos a  cos b – sen a  sen b  senc < 

sen a + sen b + sen c. 

Logo, sen(a + b + c) < sen a + sen b + sen c . 

 

12) Seja T(a) = sen a + sen 2a + … + sen(na). 

Derivando a expressão acima, temos que: 

Por um lado, T’(a) = cos a + 2cos 2a + ... + ncos(na) = S. 

E por outro lado, T(a) = 
()*#6
 ()*(#8%)6
()*6
  . 

Então, T’(a) = 
c#
-.(#6
 ()*(#8%)6
  0 (#8%)
 -.((#8%)6
 ()*#6
 d()*6
 � %
()*#6
 ()*(#8%)6
 -.(6
 

()*²6
  . 

T’(a) = 

#
c()*(#8%)6
 -.(#6
 0 ()*#6
 -.((#8%)
 d()*6
 � %
c()*(#8%)6
 -.(6
 �()*6
-.((#8%)
 d()*#6
  
()*²6
  . 

T’(a) = 

#
()*6
()*(
#8%)6
  � %
()*#6
 ()*#6
()*²6
  . 



Então, T’(a) = 

#
()*6
()*(
#8%)6
  –()*²#6
�()*²6
  . Portanto, S = T’(a) =  

#
()*6
()*(
#8%)6
  –()*²#6
�()*²6
 . 

 

13) Primeiramente, calculemos cos a cos 2a cos 4a. 

cos a cos 2a cos 4a = 
��()* 2(sen 2a cos 2a cos 4a) = 

�u()* 2(sen 4a cos 4a) = 
()* ~2~()* 2. 

Então, sena cos a cos2a cos 4a = 
()* ~2~           (1). 

Derivando a identidade acima, temos que: 

cosa cos a cos 2a cos 4a – sen a sen a cos 2a cos 4a – 2sen a cos a sen 2a cos 4a – 

- 4sen a cos a cos 2a sen 4a = cos 8a          (2). 

Dividindo (2) por (1), vem que: 

cotg a – tg a – 2tg 2a – 4tg 4a = 8cotg 8a , ou  

tg a + 2tg 2a + 4tg 4a = cotg a – 8cotg 8a. 


