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RUMOAQITA
Desi gual dades (por luri de Silvio ITA-T11)

Apresentacdo
O objetivo desse artigo é apresentar as desigualdades mais importantes para quem vai
prestar IME/ITA, e mostrar como elas podem ser utilizadas na resolucéo de problemas.

Axiomas

- Tricotomiados nimerosreais: ac R >a>0oua=0o0ua<0
- Adigdo: a>b, ceR—a+c>b+c

e a>bec>0—-ac>hc
- Multiplicacéo:
a>bec<0—ac<bc
- Transitividades a>beb>c—a>c
Teoremas
1) azbeab20—>£2l
a b
P Multiplicacdo l 1 1 1
Demonstracdo: a>b—m—>=>—a>—b—>=>=—
ab ab b a
2) a>xbec>d—»>a+c>b+d
a>b - a+c>b+c »
Demonstrac&o: —Addo —Treste_a+c>b+d
c>d b+c>b+d
3) a>bec>d;ab,cdeR, —ac>hd
a=b o ac > bc »
Demonstra(;é.o: Multiplicagéo Transitiva ac> bd
c>d bc > bd

Esses trés teoremas iniciais S0 apenas paralembrar algumas propriedades essenciai s daqui
prafrente, e mostrar as demonstracoes a partir dos axiomas.

Desigualdade de Cauchy: a,beR, = a; b Jab

2 2

Demonstragdo: (x+ y)2 >0 X +y*>2xy .. X1y . Xy

2

Para X’ =a ey’ =b: a;bz@
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Xl'XZ'XS""’K‘ER+:>xl+x2+x3+...+xnzn

XXX X, =1
Demonstracao: (pelo Principio da Inducdo finita)

Teorema auxiliar de Cauchy: {

1) Provando para casos particulares
n=1: x=1>1 (V)

n=2: xx =1
Pela desigual dade de Cauchy (provada anteriormente), X ; % >1 X+ X% 22 (V).

o R,
2) Hlpoteﬁe:{ TS XXXt X 2K

Tese: {)&'&’)%""’Xk’xk“ER+ =X X+ X et X+ X, 2K+
XXX X Xy =1

Demonstracao da tese de inducao
XXX X1 (XeXen) =L X+ X X+ Xy (%X 2 K
Sem perda de generalidade, supomos x, >1ex,, <1.

X+ + X b Xy X+ X (XK1 ) 2 KX+ X

Somando - x, X, €m ambos os lados, e somando 1-1 no membro direito:

XX X F et Xy + X+ Keg ZKE X+ Xy =X Xeq +1-1

Fatorando: X, + X, + Xg + .. Xy + X + Xy = (K+1) + (% —1) (1- X, ) = k+1 (cqd)
—_——— — —

>0 >0

Exercicio relacionado: (Olimpiada | bero-Americana) Demonstre a seguinte desigualdade:

XV, zeR, = S:%(1+ xy)+%(1+ yz)+%(1+ xz) =6

~ 1 1 1 1 1 1
Desenvolvendo a expressdo, temos. S=—+y+—+Z+—+X=X+—+Yy+—+Z+—
X y z X y z

Pelo teorema auxiliar de Cauchy, temos de imediato que S> 6, pois x.i.y.l.z.1 =1.
X

y z

Desigualdade das médias. x, X,,...,x, e R, = MQ@ MA> MG > MH

2 2 2
M édia Quadrética: MQ:\/X1 et
n

Média Aritmética: MA = X%t tX
n
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Média Geométrica: MG = {/x X,...X,
n

MédiaHarménica: MH = 1 1
S S ST,

1) MA>MG

MG" = x%,%,..x, (+MG")

Teorema
X X% % K g e X, % % N Sy
MG MG MG MG MG MG MG MG

XXt t X e (cad)
n

2) MG>MH
MA> MG — X1+X2:"'+X” > XX, X,

Com x, :i, paral<i<n:

1 1 1
—t—+..+— 11 1 N
Yi Y, Yn > nl— = = - <UVLY,...y, > MH <MG
n yl y2 yn i+i+_"+i
yl y2 yl’l
3) MQ = MA

2 2 2
Supondo por absurdo MQ < MA:\/X1 Xt X X EXFX
n n

Elevando ambos os |ados ao quadrado:
XA+ 4 X § XA X+t X2+ 2( XK + XX ot XX+ XX )
n n’
Fazendo as simplificacfes necessarias:
(n—3)(xf+x,§+...+ xj)+2(xf+x22+...+x|f—x1x2 — XX = m XX _Xn—lxn)<0

>0 >0 (PROVE)

Paran=2: X+ -2x%, = (% —%)" <0, que é absurdo.
Para n> 3: o resultado acima é claramente absurdo, e portanto MQ > MA.

Das demonstracfes acima, temos a validade da desigualdade das médias.
A igualdade MQ=MA=MG=MH ocorre somente para x, = X, =...= X, .
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4
Exercicios relacionados: (ITA-2002) Mostre que (i +2+ X} > C,, paraquaisquer x ey
” :

y
reais positivos. (C, , denota acombinacéo de n elementos tomados p ap).

8!
Sabemos que G, , = A 70.

A partir dai, temos que encontrar uma desigual dade que seja capaz de provar a proposi Gao.

Temos que XY 2, e portanto X+2+Y >4 Elevando ambos os lados a quarta
y X

Yy X
4
poténcia: (ﬁ+ 2+1j > 256> 70
Yy X

. . |x=-1 0<n<L neR—(1+x)" <1+nx
Desigualdade de Bernoulli: )
x>-1 n<0oun>1;neR — (1+x) >1+nx

1) x>-L 0<n<l neR—(1+X)" <1+nx
Para ne N essadesigualdade é€ imediata a partir do conhecimento do Tridngulo de Pascal.

Para n:—p(peN eqeN’,p<q):
q
Da desigualdade das médias (MG < MA):

e xy oo < PAENHAZPIL_ PXHa_ Py el g 1 <1

q q q
Paranirracional,com r eQ:

(1+x)" =lim(1+x)" <lim(1+rx)=1+nx= (1+x)" <1+nx,0<n<1

r-n r-n

Mesmo envolvendo um limite nessa Ultima parte, o entendimento disso € intuitivo. Para
todo irracional, existe um nimero racional infinitamente préximo a ele no conjunto dos
reais, ou sgja, para esse caso a desigualdade é satisfeita.

Ao provar que a desigualdade vale para n natural, racional ou irracional, provamos gque ela
vale para quaisguer valores reais de n.

Precisamos agora provar a segunda proposi ¢ao da desigual dade.

2) x=-1 n<0oun>1;neR — (1+X)" >1+nx

Jafoi provadaavalidade para 0<m<1: (1+y)" <1+my,0<m<1
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1
Para nzi: (1+ y)ﬁ sl+ly; n>1. Elevando ambos os lados an, comy = nx:
m n

1+nx<(1+x)";n>1.

Para provar avalidade para n < 00 processo € analogo ao primeiro caso, fazendo com que
p sgja negativo.

Observacdo: quanto menor o vaor de | x|, mais proximos sdo os valores de 1+ nx e
(1+x)", sendo que para | x k< 1, (1+X)" =1+ nx.

Desigualdade de Cauchy-Schwar z:

a,beR;1<i< n:>|a1bl+a2b2+a3b3+...+anbn|s\/af+a§+a§+...+a§.\/bf+b§+b§+...+b§
Demonstracgao:

(ax+h)’ >0— a®®+2ahx+b? >0

(a,x+b,)" >0 ax*+2ab,x+b?>0

(ax+h,)">0— a®*+2abx+h?>0

Somando todas as equagdes:
(af+a22+...+a§)x2+2(a1bl+a2b2+...+anbn)x+(bf+b22+...+bf)20; vxeR
Para que ainequagao acima seja satisfeita para quaisquer valoresde x, A<0.
A:4(a1bl+a2b2+...+anbn)2—4(a12+a§+...+a§)(bf+b22+...+bf)s0
(albl+a2b2+...+anbn)2s(af+a§+...+a§)(bf+b§+...+bf)

|lab +ab, +ab, +...+ab, S\/af+a22+a§+...+a\f.\/bf+b22+b32+...+bf (cqd)

Observagoes:
1. Parab=b,=..=h =lea,a,...a R :

2 2 2
a1+a2:]r...+an s\/ai +a2:...+ah (MA<MQ)

a+a,+.+a < Jal+ai+..+a 0.
& _%_ &

b, " = b,
Outradesigualdade: € > x+1;VxeR

A demonstracéo elementar dessa desigualdade € bastante extensa, e ndo sera mostrada agui.
Graficamente, temos uma curva exponencial e umareta, sendo que aigualdade ocorre

apenas em x = 0. Paratodos os outros valores, a exponencial estara acimadareta.

2. A igualdade ocorre para
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- Esses s@o apenas alguns exempl os de desigual dades, sendo que em geral séo suficientes
pararesolver as questdes do ITA edo IME;

- por mais abrangente que a aula sobre esse tema, sempre sera necessario criatividade;

- 0 tépico mais importante com certeza € a desigual dade das médias, por ser utilizado com
maior frequéncia;

- as demonstragtes foram col ocadas ndo apenas pel o rigor matematico, mas sim para
termos uma visdo das idéias que seréo necessarias pararesolver os problemas. Entenda
como foram feitas as demonstracdes acima, para aproveitar as idéias em exercicios
posteriores;

- nem todas as questdes propostas abaixo exigem a utilizac&o das desigual dades mostradas
nesse artigo. Em alguns casos é necessario apenas 0 conhecimento dos axiomas e um pouco
de manipulacdo algébrica.

Problemas
a’+2
>

Jai+1l

2. SganeN’, proveque n!< (nTJrlj

1. Proveque 2.

3. Calculeovalor minimo de x* + y* + 2> — Xy — Xz— yz.
4. (ITA) Paratodo x>1e neN, vale adesigualdade de x" > n(x—1), temos como
consequénciaque, para 0<x<le neN, tem-se
a x"'< [n(x+1)}7l
b) x"* <[(n+1)(x+1)]"
0 x"'< [nz (1- x)]_l
d) x"*<[(n+1)(1-x)]"
e x"'<[n(1- x)]fl
2x°
1+ %
2y?
1+y?
27°
=X
1+ 7°
6. (ITA-2005) Encontre o menor inteiro positivo n parao qual adiferenca
Jn-+/n-1 ficamenor que 0,01.

5. Resolvaem R :

=Z
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7. (IME-2002) a) Sgjam X,y e z niUmeros reais positivos. Prove que: Xt ;/Jr Z> Yxyz .

b) Considere um paralelogramo de lados a,b,c e &reatota S,. Qual arelacéo entre
a,b e ¢ para que esse volume sgja maximo? Demonstre seu resultado.

8. Sendo f(x):l—xeg(x)=x4+[f(x)]4,provequeSQ(X)ZJ;VXER.
9. Proveque € > 7°.

Gabarito
3)zero 4 E 5) S={(x,2)/(0,0,0);(111)} 6) 2501
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