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SOMATORIOS

Muitas vezes precisamos escrever somas de muitas parcelas, as vezes até infinitas delas e para isso
usamos uma notac¢do muito especial que facilita a nossa vida.

n
1. Notagfo: a, +a, +..+a, = ¥ a,

k=1

2. Propriedades de somatorios:

n n
e Seja c uma constante real, entdo: Z ca, = CZ a,
k=1 k=1

n n
Dem.: Z:cak =ca, +Ca, +..+ca, =c(a, +a, +..+a,) = cz:ak
k=1 k=1

. Zn:(ak +b) =Zn:ak izn:bk
k=1 k=1 k=1
Dem.:

Z(ak b )=(a, £b)+(a, £b,)+..+(a, £b,)=(a, +a, +...+a,) (b, +b, +..+b,) =
k=1

n n
:Z:ak J_erk
k=1 k=1
n n n
. Z:c(ak J_rbk)=c( a, iZka
k=1 k=1 k=1
Dem.: Analoga as outras.
n
° 1=n
k=1
n n nvezes
Dem.: 21: KO =1+2°+..4+n° =1+1+..+1=n
k=1 k=1

3. Técnicas para computar somas:

a-) Perturbacéo de somatorios:

Esta é uma técnica muito legal e pratica e para ser usada devidamente é necessario que se ganhe um
tempo estudando opcbes que melhor satisfagam os problemas. Basta acrescentar ao somatério o proximo
termo e assim reescrever o somatorio de forma conveniente para que termos se cancelem e facilite o céalculo.
Vamos ver alguns exemplos!!

n

Vamos calcular Zkz . Como foi dito, temos que escolher o melhor somatério para perturbar, nesse caso
k=1

vamos perturbar a soma dos cubos.

Zk3+(n+1)3 :Z(k+1)3 :1+Z(k+1)3 =1+Z(k3 +3k2+3k+1) =1+ Zk3 +3Zk2 +3Zk +
k=1 k=0 k=1 k=0 k=1 k=1 k=1

21 = Zk3+ P +3n?+3n+1 = 3Zk2 =n®+3n%+2n -SZk
k=1 k=1 k=1 k=1
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n(n+1)

i - n(n +1) P )
Mas, k é somadeP.A, assim, k=——=.L0go,3 » k“=n"+3n“+2n-3
> = >

k=1 k=1

n 3 2
Entéo, Zkz = W
k=1

n n
Outro exemplo, vamos resolver Zkk! Para isso, vamos perturbar Zk!
k=1 k=1

Zn:k!+(n+l)!:zn:(k +1)!:1+Zn:(k +1)!:1+zn:(k +1)k!:1+zn:kk!+zn:k!:>
k=1 0 k=1 k=1 k=1 k=1

K=

:Zk!+(n+1)!:1+2kk!+2k! - Zkklz(n+1)!—l.
k=1 k=1 k=1 k=1

Treinando:

1-) Zn:kzk
k=1
n n 2
2-) Prove que Zk3 —{z k} =0.
k=1

k=1

3-) Calcule o resto da divisdo de Z:(k2 + 3k + k! por 2002.

k=1

4-) Calcule :BZ(k2 -2)% + ZZ(k +1)% em funcdo de n.

k=1 k=1

Desafio: Calcule por perturbacio de somatérios Zsen(kx) :

k=1

b-) Operador diferenca:

Essa é uma técnica muito interessante e poderosa que resolve muitos tipos de somatérios. Basta
descobrir uma funcgdo continua no intervalo que compreende o intervalo da soma, que quando aplicado o
Af (k) resulte no somatério que queremos calcular.

Def.: Af(k) = f(k+1)— f(k).

Calculando ZAf (k) temos que:

k=1
ZAf K)=f(n+1) - fQ).
k=1
Dem.: ZAf Ky=(f(n+)-fM)+(f(N)-f(n-D+..+(FQ-fQ))=Ff(n+D) - Q).
k=1
Observa-se entdo o porqué de essa ser uma técnica muito poderosa, temos uma formula pronta para resolver
qualquer somatorio, desde que se descubra uma funcéo que quando aplicado o Af (k) encontre-se a “cara” do
somatdrio que queremos. Vamos ver alguns exemplos: Vamos calcular o mesmo somatério anterior: Zkk!

k=1

Solugo: Seja f (k) =k! assim, Af (k) = (k +1)l—k! = (k +1)ki=k! = kI(k +1—1) = Kk!
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Logo, Zn:Af(k):Zn:kk!: f(n+1)— f@)=(n+1)-1.

Vamos calcular Zn:sen(kx) . Seja f(kK) = cos((k+b)x).  Af (k) = cos((k+1)+b)x — cos((k+b)x) =

k=1

= - Zsen((zm-—?zbjx}en(gj .Fazendo 1+2b =0, temos b = -1/2.

Assim, f (k) = cos[k—%jx e Af(k) =—25en(kx)sen(§j.

A (K) = D D R A 1) _cosl X = — 2senf DX g X
ZAf(k)_cos((nJrl) ij cos((l) 2jx_cos(n+2jx cos(zj_ Zsen( 5 jsen(zj:

k=1

((n+l)xj (nxj

. sen| ~———= |sen| —

= ZSen(kx): 2 2 .
k=1

=

Treinando:

n
1-) Calcule Zcos(a +kx) a,xe®R.

k=1

2-) Prove que i 2sen =
&= cos(2k +1) +cosl

3-) Sejam S = sin* 2°+sin® 7°4sin*12°+... + sin* 82°+sin* 87° e
T = cos” 3°+cos” 8°+cos* 13°+... + cos* 83°+cos* 88°. Determine S + T.

4-) Calcule os mesmos somatorios do item anterior agora com a técnica do operador diferenca.

c-) Soma de derivadas:

Existem alguns somatdrios que o termo geral é parecido com a derivada de uma fungéo que sabemos

n
somar. Por exemplo, temos a soma Zkzk em que os termos séo da forma kx* sdo muito parecidos com
k=1

kx“*que é a derivada de x* que é uma PG e que a soma é conhecida. Para calcular o somatorio

n
Z kx* basta dividir o termo geral por x, integrar o termo geral resultante, que vai se tornar uma PG, somar
k=1
essa PG, derivar a resposta e depois multiplicar por x. Isto é possivel porque a soma das derivadas é a
derivada da soma. Vale salientar que para que essa técnica funcione sempre, é necessario que a funcdo com a
qual se parece o termo geral do nosso somatorio, seja continua no intervalo que compreende o intervalo do
somatorio Vejamos:

X - X

n n+1
> ke = x 3 ke = x (; O N S A St (AR VLS,
k=1 k=1

X
dx dx (x —1)?

, x=1.
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n
Para o caso particular de x = 2 temos a seguinte expressao: Z k2 =(n-12"* +2
k=1

Obs.: E bom ficar claro que X = 0, até porque ndo faz sentido o calculo de uma soma em que todos 0s
termos fossem zero pois o resultado seria trivial.

d-) Soma de nimeros binomiais:
Esta técnica envolve um conhecimento prévio de raizes da unidade. Essa associacdo é usada, porque

. ~ . L (N
temos algumas informacdes sobre os binomiais, por exemplo sabemos que Z(k] =2" (basta somar os

nimeros das linhas do tridngulo de pascal) e sabemos que na equacio Z" =17 eC,
=0

Z"-1=(Z-1)(Z"'+Z"?+..+Z+1)= 0. Para a demonstracdo dessa propriedade, basta calcular o
, . . . . 2 x
somatdrio abaixo e para isso basta substituir x por(—”j na expressao encontrada no exemplo de soma de
n

senos em PA e também no exercicio proposto de soma de cossenos em PA. Acompanhe 0 raciocinio abaixo:

o S0 S )l £ )

k=0

_ sin(n 1)z cos(n - 2)z i sin(n -1)zsin(n - 2)z _ 0.vn ez

o) ]

Vejamos um exemplo para a melhor compreensao.

S el e 0] 40 )

=5 n
lembrando que 2* =2°%Z =2 1+2Z2)" =( J+

" . o o[ n n f—zz’emﬁ n n n
@+D"+1+2)"+(@+Z%) _3((0J+[3]+[6J+...J+(1+Z+Z ){(1J+(4j+(7j+...]+

=Zero

+(1+Z +ZZ)((ZJ+(2J+(2J+“.ngi(gkj - i(gkj: 1+1" +(1+§)n +(1+2Z?)"

_@+D)"+(-ZH)"+(-2)"

iqura: 2y—cisl Zle (=2)=(-z?) =cis| -~
Da figura: (-Z )_C|s(3je( 2)=(-2) ms[ 3).

3
J”H i N _ (@+1)" +(cos60 +isen60)" + (cos(-60) + isen(-60))"
/- g ’;\ =3k 3
. — (1+1)" +(cos(60n)+isen(60n)) + (cos(~60n) + isen(-60n)) _

/ ."_‘},/ " 2" + ZCOS(an]

3
OBS.: H& uma propriedade importante sobre soma de binomiais. Veja:
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—> Absorc¢éo: E[E] = EE(E :ﬂ .

Dem.: z v N (n-1)! _\nfn-1
kl(n &K (k- -D—(k-D) “klk-1

—r

Treinando:

1-) Calcule n
3k +1

|
s
o

n
4-) Calcule ( j(e;kz + 6k +1)16"
; 4k + 2

2-) Calcule

=~ =~
3 I\MS |\M8
o o

3-) Calcule

4. Desafio final:
Para resolver essa questdo ndo € necessario o conhecimento de nenhuma das técnicas acima mostradas,
porém é preciso bastante raciocinio e dominio das propriedades de somatérios.

) 1 72_2
Prove que: — =
2

~ . 2 kﬂ'
Sugestdo: Calcule Z cot o+l
n+

k=1



