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Principio da Inducao Finita (PIF)

1) Axioma da Boa Ordem em N: Cada subconjunto n&o vazio de N possui um menor( ou
primeiro) elemento

O axioma da boa ordem em N afirma que se A € um subconjunto do conjunto N e A = @
entdo existe um elemento n, em A satisfazendo n, < a para cadainteiro ado conjunto A

Teorema:

1. N&o existeum inteirontal que0O<n<1;

2. Paracadainteirom, ndo existental que m<n<m+ 1,

3. Semen sdo inteiros com m < n entdo m + 1 < n. Reciprocamente, sem + 1 < nentdom
<n.

Demonstracdo:

1. Suponhamos que existe um inteiro ntal que 0 < n < 1. Tal n éum nimero natural, €,
portanto o conjunto A de nimeros naturais caracterizado por A={xe N/0< x<1}

€ um conjunto ndo vazio ( visto que n € A).Pelo axioma da boa ordem,A tem um
menor elemento n,.Porém 0.< n, <1= 0.n,< n,.n, <1.n,,0u sga,

0<nZ <n,.Temosai umacontradi¢do ,pois 0<n; <1=nZ e A, porémn, éo
menor elemento de A e nZ < n,.

2. Sgjam m e n doisinteiros e suponhamos m < n < m +1.Entdo m-n<n-m <( m+1) —
m, ou sgja,0 < n—m< 1,0 que éimpossivel ,segundo o item 1 acima.
3. (exercicio)

Teorema (Primeiro Principio de Inducéo Finita) Seja n, um ndmero inteiro e
suponhamos que acadainteiro n, n > n,,esta associada uma afirmagdo A(n), a qual possui,
para cadan, um valor |6gico V(quando verdadeira) ou F(quando fal sa). Suponhamos que as
condicdes 1 e 2 abaixo sejam verificadas:

1. A afirmagdo A(n) € verdadeirapara n=n,;

2. Paracada k> n,,se A(k) éverdadeiraentdo A(k + 1) € também verdadeira
Entéo a afirmagdo A(n) € verdadeiraparacada n> n,.

Teorema(Segundo Principio de Inducéo Finita) Sejan, um ndmero inteiro e
suponhamos que acadainteiro n, n> n,,esta associada uma afirmacdo A(n), aqua

possui,para cada n, um valor l6gico V ou F. Suponhamos que as condi¢des 1 e 2 abaixo
sejam verificadas:
1. A afirmagdo A(n) éverdadeirapara n=n,;
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2. Paracadainteiro k > n,,se A(n) éverdadeiraparan, <n<kentdo A(k + 1) é

também verdadeira.
Entéo a afirmagdo A(n) € verdadeiraparacada n>n,

Exer cicios Resolvidos
1)Provar que: 12+ 2°+ 3+ .. +n’=(n/6)(n+1)(2n+ 1),V n e N.

(1) Paran=1 (1/6)(1+ 1)(2 + 1) = (1/6)(2)(3) = (1/6)(6) = 1 = 1%
(2) Hipétese: 12 + 22 + 32 + ... + n> = (n/6)(n + 1)(2n + 1).
(3) Provar 1°+2°+ 3+ ... +n’+ (n+ 1)? = [(n+1)/6](n + 2)(2n + 3)

Demonstracéo:

1?+22+ 3+ .. +n°+(n+1)?=(/6)(n+ 1)(2n + 1) + (n + 1)* = (/6)(n + 1)(2n + 1) + (n
+ 1)? (observe que asomaaé n2 é (n/6)(n + 1)(2n + 1). &

12+2°+ 3+ .. +n’+(n+1)?=(n+D)[(n/6)(2n + 1) + (n + 1)] = (n + 1)(1/6)(2n2 + n +
6n + 6) =

(n+ 1)(1/6)(2n* + 7n + 6) * = (n + 1)(1/6).2(n + 3/2) .(n + 2) = [(n + 1)/6](n + 2)(2n + 3)

Nota:- O polindmio ax?+ bx + ¢, com raizes x1 e x2 pode ser decomposto em a(x — x1)(x —
X2).
Como as raizes de 2n° + 7n + 6 sd0 —2 e —3/2, temos 2n® + 7n + 6 = 2(n + 3/2)(n + 2).

2) Provar que: 1.2+23+34+...+nn+1)=n/3)(n+L(n+2)VneN.

(1) Paran=1. 12=2 e(W3)(1+1(1+2) =133 =2
(2) Hipotese: 1.2+23+34+..+n(n+1)=n/3)(n+1)(n+2)
(3) Provarque: 1.2+23+34+...+n(n+1)+(n+1(n+2) =[(n+ 1)/3](n+ 2)(n+ 3).

Demonstracéo:
12+23+34+..+nn+)+(n+1)(n+2)=(n3(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2)=(n+
D(n+2)[(n/3) +1] =

(n+1)(n+2)[(n+3)/3] =[(n+ 1)/3](n+2)(n + 3).

3)Demonstrar por inducéo matematica:

a)2"<2""1 vneN.

b)2">n?% V n>5.

solugéo: a)

(1) Paran=1, 2'=2<2'""1=2%=4 verdadeiro.
(2) Hip6tese: 2" < 2"*1,

(1) Provar 2"*t<2"*2

Demonstracéo:
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Por hipotese 2" < 2"* 1 22"< 22"t 3 "* N2

(1) E verdade paran =5, pois 2°=32 e 5% = 25.
(2) Hipotese: 2">n?
(3) Provar 2"*'> (n + 1)

Demonstragado: - Provemos inicialmente que 2" > 2n + 1, para n > 5.

Esta proposicao é verdadeira para n =5, pois 25> 10 + 1 = 11.

Supondo verdadeira para n, 2" > 2n + 1, devemos ter 2"** >2(n+ 1) + 1 =2n + 3.
Ora,2">2n+1e2">2paran>1. Somando membro a membro, 2" +2">2n+1+2=> 2.2">2n
+3 >

S 2"™>2n+3 (i)

Pela hipétese 2" > n? e conforme demonstrado, 2" > 2n + 1. Somando membro a membro essas

igualdades, concluimos: 2" +2">n*+2n+1 > 2"*'> (n + 1)%>. (expressdo a ser demonstrada
em (3).

Exercicios Propostos

1)Demonstrar que 10" **— 9n— 10 é um mdltiplo de 81 para todo inteiro positivo n

2)Mostre que paracadainteiron, n> 0, ointeiro 9" —1édivisivel por 8.

3)A sequiéncia de Fibonacci € um exemplo de um seqiiéncia de inteiros definida
indutivamente.Ela é definidacomo a,,a,,...,.sendo a, =a, =1 e, a,,, =a, +4a, , paracada
n>0.

[@++B) /2" -[A-45) /2"

a) Prove por indugdo sobren que a, =
) p ¢ q NG

1+J§

2

b)Mostre que Iim[ﬁj =¢=
n—o0 an
4)prove que o conjunto S={me Z:7<m< 8 évazio.

5)Paran > 0,mostre que a, =11"* +12*"* é um nimero divisivel por 133.

SNv
6)Para o € R,a # 2kzr e n> 1,mostre que Zsen(i a) = .sen
TG

7)Paran > 3,mostre que 2" +1 é um ndmero composto Se N Ndo é uma poténcia de 2.
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cosfd -—send
send cosé

8)Sgja A:( j.DetermineA”paranzl.

n 'I |
9)Paran> 0 ex = 1,mostre que S, (X) = . X (n+1)!

7 = — onde
~(x+i)"V x-1 (x=D(x+n)™

X+ = (X+2).(x+2)...(x+1)

5 4 3
n

10)Prove que n—+—+——L éum inteiro paran=0,1,2,..
5 2 3 30
11)Tome a,b, p,, P,,-.-, P, COMO nUmeros reaisonde a= b .Defina

f(X) =(p, —X)(p, — X)...(p, — X) .Prove que

p, a a a .. a a
b p, a a a a
b b p, a ... a a

dettbb b b p, a a _bf(@)-af(b)
: : : : b-a
b b b b ... p., a
b b b b .. b p,]

12)Se A +..+A =7, 0<A <7,i=12..nentio senA +---+SsenA, < nsen[zj

n
13)Tome f(x) = a, senx+ a, sen(2x) + ...+ a, sen(nx).,onde a, ,...,a, S8 nUmeros reais e
onde n é um inteiro positivo.Sabendo que | f (x)| <|sen ¥, Vx € R prove que

|la, +2a, +...+na,|<1.

1 1 a
aa+b) (@a+b)@a+2b) " (@r(n-Db)a+nb) a@+nb)

14)Prove que

N ~ : +..+X
15)Prove que para X, X, ,..., X,, inteiros ndo negativos At > ,n/xl....xn
n

OBS: Alguns exer cicios foram colocados apenas a titulo de conhecimento, que estao
além do nivel IME eI TA.
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