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Célculo de periodos de fungdes trigonométricas

1. Célculo do periodo de funcdes da forma

y=m+n.f(ax+b)

Sejam m,n,a e b constantes reais,com a.n = 0.Nessas condigdes,enunciamos o seguinte
teorema:
Se umafuncéo f, definidapor y = f(X),é periddica, de periodo p, entdo afuncéo definida

por g(x) = m+n.f (ax+b) é periddica e seu periodo é P _P

4

Por exemplo, f(X)=cosx €umafuncao periddica, de periodo p = 2r ; entdo ,afuncdo

definidapor g(x) =5+ Bco{Zx—%jéperiédicaeseu periodo € P:_p:2_7r .

N

Deve-se notar ,com muita atencdo, que dos coeficientesm=5,n=3,a=2eb= % ,0

anico ainfluir no periodo € a= 2,isto é,0 coeficiente de x.
Demonstracdo do Teorema

Devemos provar que existeumreal T, tal que g(x) = g(x+T) ,isto &
m+ nf (ax+b) = m+nf[a(x+T) + b] . Assim:

Se y = f(x) tem periodo p,temos que f(x) = f(x+ p) = f(x+2p) = f(x+3p) =...,isto
eparak e Z, f(x) = f(x+ kp) .Fazendo agora a substituicdo de x por ax + b
(a=0),0btemos. m+ nf (ax+ b) = m+ n.f (ax+ b+ kp) que podemos escrever

m+n.f(ax+b) =m+n.f(ax+b+ a.&) ou ainda
a

m+n.f (ax+b) =m+ n.f[a(x+kT:)+b]

Considerando ko =T temos m+n.f (ax+b) =m+n.fla(x+T)+b]
a 9(x) g0eT)
Logo,como existeorea T = kT: parao qua g(x) = g( x + T),afuncdo g é periddica

Como, por definicdo,periodo € o menor T positivo,obtemos,fazendo k =1, o periodo de g:

P=

oo
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Exemplos

1)Calcule o periodo dafuncéo f(x) = sen(é} .

2)Calcule o periodo de fungéo f(x) = 3.tg(% - %j

Solucdo:

NS
2

Como afuncéo tgx tem periodo p = 7 ,entdo: P =

MENIE

3)Calcule o periodo dafuncdo f (x) =4 — 3sec(—nx)

solucéo:
p- _>
g

4)Calcule o periodo dafuncdo f(x)=sen® x.

Solucéo:
Devemos ,inicialmente, escrever afuncdo naforma y = m+ n.f (ax+ b) .Paraisso,vamos
lembrar aférmula de arco dobro

cos(2x) =1-2sen® x donde tiramos sen® x = L;)S(ZX) isto é,que
f(x)= %—%COS(ZX) .Donde temos P = 277[ =7

Calculo do periodo de somas e produtos de duas fungdes periddicas
Sejam f e g duas funcdes periddicas, definidas por y = f(X) e y = g(X) ,cujos periodos

s80,respectivamente, p; € p2, com pi#p,.Enunciamos,ent&o,o seguinte teorema:

m . . . . ~ _
se_M ,onde m e n s3o inteiros positivos e primos entre si,entdo as funcgdes definidas
p. N

por p=f +g e A= f.g sdoperiddicas e seu periodo é P = np, = mp,
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Demonstragdo: Devemos provar que existeum real T, tal que p(X) = p(x+T) e
AX)=A(x+T)isto e, f(X)+g(xX)=f(x+T)+g(x+T) e f(X).g(x)=f(x+T).g(x+T)
Assim:
Sef e g tém periodos p; e p,,respectivamente,podemos escrever que f(x) = f (x+knp,) (1)
e g(x) = g(x+kmp,)(2)onde para k € Z tem-se também (kn) € Z e (km) e Z .Efetuando as
operagdes (1) + (2) e(1).(2),vem (3) : f(x)+g(x) = f (x+knp,) + g(x+kmp,) e
(4): f(x).9(x) = f(x+knp,).g(x+ kmp,) .Como bh_m ,entdo np, = mp, .Fazendo
P, N
knp, = kmp, =T ,asigualdades (3) e (4) sdo escritas f(X)+g(X) = f(x+T)+g(x+T)e
»(x) Pp(x+T)
f(x).g(x) = f(x+T).g(x+T) logo,como existe o real T = knp;=kmp, para o qual
A(X) A(X+T)
o(X) =p(x+T)e A(X) = A(x+T),asfuncbes ¢ e A sdo periddicas.Como,por
defini¢éo,periodo € o menor T é positivo,fazendo k =1,obtemos o periodode ¢ e 4 :

P=np; =mp;
Exemplos
1)Calcule o periodo dafuncéo ¢(x) = tg(3x) + cos(4x)

Solucdo: tg(3x) tem periodo p;= n/3 e p, = 2n/4=n/2 .Estabel ecemos,agora a razéo entre p;

e pz,encontrando P é .Temos ,entdo ,que P = 3;m=2p, ;logo, P=r.

P,

2)Calcule o periodo dafuncdo A(X) = sec(gj.sen(Bx)

solugdo: f(x) = secg temos p, = 12/—7; =4z eg(x)=sen(3x) temos
2r

p, = — .Estabelecemos,agora,a razéo entre p, e p, ,encontrando

&:?: P=1.p, =6p,;logoP=4r

P,

3)Calcule o periodo dafuncdo ¢(x) = secx—senx

www.rumoaoita.com



Arquivo cedido por Alex Pereira Bezerra — Lista de Discussdo OBM

solugdo: @(x) = L senx = 1-senxcosx .Lembrando que 2senx.cosx=sen(2x),temos
COS X COS X
1- %sen(Zx) 1 or
p(X) = —=——Agora, f(x) = 1-=sen(2x) eg(x) = cosx,onde p,=—=7 €
COSX 2 2
p, =27 € Pl .Portanto,P=2p,=1.p,=2x
p, 2
Exercicios

1)Calcule o periodo das funcdes:

_ cos(3x)
) = cot g(8x)
b)f(x)= tg*x
c)f(x)=sen(4x)
d)f(x) = 5 + 4sen(nx) ,n=0

e)f(x) = sen(g) + cossec(3x)

Hf(x)=tg(2x) — sec(s—:ﬁ

g) f (X) = cos(4x) .tg(%j
5)
%n _
8
%)
co§ —
5

h) f(x) =
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