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1 - O ESPACO R3

A geometria analitica no R3 tem por finalidade estudar o
espaco tridimensional, tomando por base uma trinca de
eixos coordenados x, y, z (também chamados de,
respectivamente, eixo das abscissas, das ordenadas e das
cotas).

ZA
P
e Rt 0
Lz |
o ¥ . >
: . P, y
: x | -
_________________ -
P, P,

X
Ao estudar geometria analitica no R2 (plano), a convengdo
usual adotada para desenhar o par de eixos era usar retas
perpendiculares tal que o eixo x ficasse com diregdo
horizontal e sentido positivo para a direita e o eixo y ficasse
com diregdo vertical e sentido positivo para cima, formando
quatro quadrantes.
Na verdade, pode-se atribuir sentido positivo para os eixos x
e y de um par de retas perpendiculares de qualquer maneira
que se desejar, desde que o par de eixos forme um SISTEMA
DIRETO. Um sistema direto no R2 é tal que, ao se usar a
“regra da mao direita”, o “arraste dos dedos” vai do sentido
positivo do eixo x para o sentido positivo do eixo y.
Da mesma forma, no R3, pode-se atribuir os sentidos dos
eixos de qualquer forma, desde que seja obedecida a
condicdo do sistema direto. Para o caso do R3, a regra da
mao direita é extendida de modo que o sentido positivo do
eixo das cotas é o sentido para onde aponta o dedo polegar.
A figura acima ilustra o sistema direto do R3 mais utilizado.
Perceba que o estudo do R2 é apenas uma generalizagdo do
R3 quando z = 0.
O sistema coordenado do R3 divide o espago em 8
“octantes”.
A diferenga basica entre R2 e R3 é a introdugdo de uma
nova variavel z em relagdo as ja conhecidas x e y.

2 - VETORES
Vetores sdo entidades matematicas as quais atribuem-se

modulo, direcdo e sentido. Um vetor s6 é plenamente
determinado quando se conhece essas 3 caracteristicas.
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Na figura acima, o vetor tem origem no ponto A e
extremidade no ponto B.
Notacgdo usual:

v=AE =B -4
No R3, um vetor pode ser representado pela tripla ¥ = (a, b,
c), onde a, b, c sdo os “afixos” do vetor (coordenadas de B -

A, onde A e B sdo os pontos, respectivamente, da origem e
da extremidade do vetor.)

Obs. I: uma propriedade fundamental dos vetores é o fato
de que, dados dois vetores de mesmo modulo, diregdo e
sentido, eles sao iguais independentemente do ponto de
aplicagdo dos mesmos (isto é, da origem do vetor). Decorre
desse fato que qualquer vetor pode ser transladado sem que
suas propriedades se alterem.

Obs. II: vetores unitarios (também chamados de versores)
sdo vetores de mddulo 1 que possuem diregdo dos eixos
fundamentais e sentido semelhante ao dos eixos. Sdo eles:
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respectivamente referidos ao eixo x, eixo y e eixo z.
Operacdes com vetores:

a) Adicdo
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m
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AC =AE + BC

Perceba que a origem do vetor soma é a origem do primeiro
vetor, e que a extremidade do vetor soma é a extremidade
do segundo vetor.

A adicdo de vetores possui as propriedades comutativa,
associativa, elemento neutro e elemento oposto.

Se ¥ =(a, b, c)el=(d e f), entdo U + ¥ = (a+d, b+e,
c+f).

Obs.: Subtragdo de vetores: é somar um vetor com o vetor
oposto.

b) Multiplicacio de nimero real (k) por vetor (1):

v = ku
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O vetor resultante ¥ da multiplicagdo possui as seguintes
caracteristicas:

- moédulo = ku

- direcdo igual a de u

- sentido igual ao de i se k > 0 e inverso de u se k < 0.

Se u = (a, b, c), entdo ¥ = (ka, kb, kc).

EXERCICIOS DE FIXACAO
Conhecendo-sei={1,2,0),¥=(0.1,3)ew={-1,3, 1) calcu-
lar os escalares m,nepemmu +nv+pw =0, 0, 14).

Resp.. m=-1,n=5p=-1

Os vetores 0, ¥ e W formam um tridngulo, conforme a figura.
Sendodi=(1,2.0)e¥=(3,0, 3) entBoWeigual a:

Resp.: (-2,2,-3)

Determinar o vetor ¥, talque 53X =0-2¥, sendo U =(-1,4,-13) e
V=(3,2,5).

Resp.: ¥=(1,0, -5)

c) Paralelismo

Dados dois vetores i e 17, eles serdo paralelos se tiverem a
mesma direcdo, ou seja:

v=ku

Isolando-se k na equacdo acima, deduz-se que vetores
paralelos possuem componentes proporcionais, sendo k a
razao de proporcionalidade.

d) Produto escalar/interno

Em vetores, torna-se util a definigdo de operagGes auxiliares
entre vetores. As mais importantes sdo o “produto escalar” e
o “produto vetorial”, que possuem diversas aplicagdes.
Define-se produto escalar entre dois vetores do seguinte

modo:
—+
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Se i = (ay, by, c1), ¥ = (az ba, c;) e 6 0 dngulo formado
por eles, entdo o produto escalar U4 - é definido por
U-v=u-v-cosd
onde u e v sdo os mddulos dos vetores.
Propriedades:
a) comutativa
b) distributiva
C) U T = Q09 + hihg + ]
Observe que o resultado de um produto escalar entre
vetores ndo é um vetor, e sim um nimero escalar.

e) Angulo entre vetores

Decorre da definigdo de produto escalar:
U-T¥=u-v-cosd

U-v= a8, +b.b, 46,0,

aya; + bbby + 665
U v
f) Perpendicularismo
Decorre da definicdo de produto escalar que dois vetores
ndo-nulos serdo perpendiculares se u ¥ =10

= cosf =

EXERCICIOS DE FIXACAO

(Resolvido) Prove a Lei dos Co-senos usando vetores.

t=a-b

B ¢ Cc.c=(a-b).(@-b)
ICF=|3F+|D[-23.B

¢ ICF=13aF+|BF-2/3||D]|cos#

—

a
Na figura, calcularc angulo 8 entre os vetores b e ¢, sendo

|18]=v2 e [B|=2V2.

b
Resp.. —
: 8

g) Produto vetorial/externo
Define-se produto vetorial entre dois vetores do seguinte
modo:
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Se i = (ai, by, ¢1), ¥ = (az bz, C2) e 6 o angulo formado
por eles, entdo o produto vetorial % ¥ ¥ é um novo vetor

definido por:
- Médulo:
|t = v = Ju] - |¥] - senf

- Diregdo: perpendicular ao plano definido pelos vetores u e
v

- Sentido: tal que os vetores formem um sistema direto
(regra da mao direita)

Obs.: outra notagdo i /&

Propriedades:

a) NAO é comutativo (pois, ao se inverter um dos vetores,
mudara o sentido do vetor produto vetorial)

]k
PyuUXv =la, b ¢
g, by &

h) Area de paralelogramo
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S =b.h=u.v.send = |u X 7|

Obs.: A area de um triangulo é metade da area de um
paralelogramo.

i) Produto misto
Se E_’[ = (all bll Cl)l 1": = (aZI bZl CZ) e 1’? = (a3l b3l C3)l o
produto misto desses 3 vetores é dado pelo produto vetorial

dos dois primeiros com o escalar entre o vetorial e o
terceiro:
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j) Volume de paralelepipedo

V =5.h=|ix7|.w|cosB| =|u =¥ -W|

k) Condicdo de colinearidade entre vetores
Area nula => |u ¥ 17| = 0 (isto é, os vetores sdo paralelos e
o seno do angulo entre eles é nulo)

1) Condicdo de coplanaridade entre vetores
Volume nulo => U ¥ ¥ -W| =0

EXERCICIO DE FIXAGAO _
Dados os vetores U = 3i- 2]+ 6k, v=-3{ -5/ + 8K e
w=1+K. calcular: ,
a)a area do paralelogramo construido sobretie V.
b) o volume do paralelepipedo construido sobre U, vew.
c)a altura (emvalor absoluto) do paralelepipedo.
d) o volume do tetraedro construido sobre U, Ve w.
Resp.: a)49; b)-7
’ c) ?; d)- 6
3 - GEOMETRIA ANALITICA NO R3

3.1) O plano no R3
a) Equacdo geral

X

O plano formado pelos pontos genericos P é definido por 3
pontos ndo-colineares (P, P> e P3).

Dados

Pi (X1, Y1, z1)

P2 (X2, Y2, 22)

P3 (X3, ¥3, 23)

O ponto P pertencerd ao plano definido por esses pontos se,
e somente se, os vetores P - Py, P, - P; e Ps - P; forem
coplanares. Entdo, de acordo com o que foi visto na teoria
de vetores:

X =% 1.'i'r_ﬁ"r1 2_21
Xz — X; Ya— V¥ Z; — 2, =0
)(3—)(. 1.';"3‘?1 2, — &,

A resolugdo desse determinante conduz a equacao geral do
plano:
. ax +by+cz+d=0
EXERCICIO DE FIXACAO
Obter a equacéo do plano que contém os pontos A =(3,0, 1),

B=(2.1.1)eC=(3.2.2). Resp.ix+y-2z-1=0

b) Equacdo segmentaria



X
Obter a equacdo segmentéria do plano o: 2x + 3y-4z-24=0.

Resp.. * _ Z _4

y z_
12 8 -6
c) Equacdo paramétrica
Dois vetores ndo paralelos definem um plano. Se temos um
ponto desse plano e dois de seus vetores, conseguimos
definir equacdes paramétricas do plano:
A (Xo, Yo, 20), 1 = (a1, by, ¢1), ¥ = (@2, bz, ¢2), P (X, Y, 2)
Temos que, para qualquer ponto P pertencente ao plano,
AF =su+ tv
onde s e t sdo parametros (lembrar da condigdo de
paralelismo de vetores).
Desenvolvendo essa equagao vetorial, chegamos a
X = Xo + sa; + ta;
Yy = Yo + sb; + tbs
Z =25+ sC + tc;
que constituem o corpo de equagdes paramétricas do plano.

d) Vetor normal ao plano
Dados os planos:
o, ax+by+cz+d, =0
o, i8X+by+c,2+d, =0

Entdo 1, e A, so respectivamente os vetores normais
aos planos o, e «, epodem ser representados por:
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N, = a, + b,j + ¢k
d.1) Condicao de paralelismo de planos

Os vetores normais sdo paralelos.
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d.2) Condicao de perpendicularismo de planos
Os vetores normais sdo perpendiculares.
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EXERCICIOS DE FIXAGAO
Calcular a e b para que os planos 2x+3y+3=0 e
(a-2)x+6y+(b-1)z+5=0sejam paralelos.
Resp.: a=6eb=1
Determinar k para que os planos2x+3z-1=0e
3x+y+kz+2=0sejam ortogonais.
Resp.: k=-2

Equacdo do planoque contenhaP =(0, 1, 2) e seja

paraleloa o:2x+3y-z+5=0.
Resp.:2x+3y-z-1=0

e) Distancia de ponto a plano
*P
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Dados:

Po = (Xo, Yor Z0)
a-ax+by+cz+d=0

d(Po, o) = | aXo + by, + €2, +d |

va’ +b? +¢?
f) Interseccao de planos

Para se determinar os possiveis pontos de interseccdo entre
dois planos, resolver o sistema formado por suas equagoes.




(I} Trés planos se (IT) Tres planos se
cortando numa reta cortando mum
ponto

(III}) Trés planos
sem intersecio

]
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No caso I, a solugdo serda uma equacgdo de reta (infinitos
pontos de intersecgdo = > sistema possivel indeterminado).
No caso II, a solugdo sera um Unico ponto (sistema possivel
determinado).

No caso III, ndo haverd solusdo para o sistema (sistema
impossivel).

g) Angulo entre dois planos

Pode ser determinado pelo éangulo entre os vetores normais.
Entdo, basta aplicar o produto escalar para analise de angulo
entre vetores para os vetoreis normais.

3.2) Areta no R3
Os estudos da reta no R3 sdo analogos ao estudo da reta no
R2, com o adendo de uma nova variavel z.

Seja Py = (Xo, Yo, Zo) € * = (a,b,c) um vetor diretor (*ou
seja, indica a direcdo da reta)
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a) Equacdo cartesiana dos pontos P (x,y,z) pertencentes a
reta

onde t é um parametro. Entdo:

X = Xo + at
y = Yyo + bt
Z =12+ ct
4 - ESFERA

Seja C (Xo, Yo, Zo) O centro da esfera e r o seu raio. Sendo o
lugar geométrico dos pontos P (x, y, z) que distam r de C,
sua equacdo é dada por

(X =%0)2 + (Y ~ Yo)2 + (2 - 20)2 = r2

5 - QUESTOES SOBRE VETORES E R3 DA ESCOLA
NAVAL

1) Considere n o plano que contém o centro da esfera de
equacao x2 + y2 + z2 - 6x + 2y -4z + 13 = 0 e a reta de
equagdes paramétricas

X=2+t
y=1-t
z=3+ 2t

onde t é um parémetro real. O volume do tetraedro limitado
pelo plano n e pelos planos coordenados €, em unidades de
volume,

a) 50/3

b) 50/9

c) 100/9

d) 200/9

e) 100/3

2) Considere x,¥,Z vetores no R3 que satisfazem ao
sistema

T+ y+z=(2-1,-2)

T+ 2y+3z=(5,-2,-8)

x + 3y+9z= (15, -6, -24)

O produto - (¥ % Z) vale:

a) -1

b) 0

c)1/2

d)1



e)2
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