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Equacdes Recorrentes
Introducéo

Dada uma sequéncia numérica, muitas vezes queremos determinar uma lei
matematica, que relaciona um termo qualquer com a sua posicdo na sequiiéncia. Por
exemplo, numa seqiiéncia (a,,a,,a,,...,a,), & representa i-ésimo termo e € natural que

se queira relaciond-lo com o valor de i. Entende-se por termo geral da sequéncia, a

expressao que relaciona o valor do n-ésimo termo, com a sua respectiva posi¢ao “n” na
sequéncia. Segue alguns exemplos de seqliéncia e 0s seus respectivos “termos gerais”:
12,34,..,n)=a =k

12,48,.)=>a, =2""

Em certas situagGes ndo se conhece de forma explicita, a lei de formacgdo (ou
termo geral) da sequéncia apresentada, porém pode ser razoavel relacionar um termo
qualquer com alguns termos anteriores. Veja alguns exemplos:
0,1,1,2,358,..) > a,=a,,+4a, ,, ou seja, um determinado termo é a soma dos dois
termos anteriores.

(1,4,7,10,13,...) = a, =a, , +3, ou seja, um determinado termo € o anterior “mais 3”.

Essas equacOes que envolvem termos da sequiéncia sdo chamadas de equacfes
recorrentes, pois para se determinar certo termo, se recorre a termos anteriores,
previamente determinados. Esse artigo tem por objetivo mostrar técnicas para a
manipulacdo de algumas equacdes recorrentes particulares.

Classificacdo de equacdes recorrentes

H& infinitas formas de equacBes recorrentes. Veja abaixo uma equacdo
recorrente que denota um caso mais geral de representacdo de equacdes recorrentes.

A8y + A48+t A2+ 43 = g(K) 0

Na equagdo 4, podem ser constantes, termos dependentes de “k” ou ainda

termos dependentes de outros termos da seqliéncia, ou seja, pode-se dizer que
A =f(k,a,a ,,...,a,8,). g(k) éuma funcdo, discreta, dependente da variavel “k” e

a, (0<k<n) sdo termos da seqliéncia em questdo. As equagdes recorrentes seréo
classificadas de acordo com a forma de 4, e g(k).

1°) A, = f(k) = Trata-se de uma equacéo linear de coeficientes variaveis

2°) 4, =cte complexa = Trata-se de uma equagéo linear de coeficientes constantes.
39 4 =f(k,a,a.,,..,3,8) = Trata-se de uma equacdo nédo linear. Sendo dessa
maneira, havera temos que serdo poténcias de a,, ou ainda termos “cruzados” (como
exemplo a,.a, ,).
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49 g(k) #0 = Equacao recorrente ndo homogénea.
5% g(k) =0 = Equacéo recorrente homogénea.

Nesse artigo serdo mostradas técnicas para manipulacdo de equacdes lineares e
de coeficientes constantes.
Algumas propriedades de solucdes de equagdes recorrentes

Como dito no item acima, as equagdes de estudo serdo aquelas que séo de
coeficientes constantes e lineares. Seja a equagao 4.a, +4, ,a,,+...+4a +4,a, =0 (I1)

em que A e[ . Vamos enunciar algumas propriedades relacionadas a esse tipo
especial de equacdo recorrente.

P1) Se a, e b, séo solucBes de uma dada equacéo recorrente como a equacao (1) entéo
o0 termo geral da sequéncia dada por v, =a, £b, também é solucéo:
Prova:
AV, +A NV A+ AV, =0
= A,(a,£tb)+4,,(a, b )+..+ A4 (a,£b)+ 4 (a,£b)=0 =
= Aa, tAb +4 ,a 4 b +.+4a tAb+A48,£40b, =0 =

=0, pois a, e solugao =0, pois by, e solugao
= (Aa, +Aa, +oFAa + A3y )£ (A4b, + 4, b, +..+ Ab + Aby) =0
Logo a expressdo proposta v, =a, £b, € solucéo de (I).

P2) Se a, é solucdo de uma dada equacdo recorrente como a equacdo (Il) entdo a
expressao recorrente dada por v, = ka, também é solucéo, em que k é um escalar:
Prova:
AV, + A, NV A+ AV, =0

= A,(ka,))+ 4, ,(ka,,)+..+ 4 (ka)+ 4, (kay) =0 =

=0, pois a, e solugao

= k(A4a,+A4 48, +..+ 438 +43)=0
Logo a sequéncia proposta v, =ka, é solucéo de (1).

P3) Se a, e b, séo solugdes de uma dada equacdo recorrente como a equagao (I) entéo
a sequiéncia dada por v, =ka, £ mb, também e solu¢do, em que k e m sdo escalares.
Prova(exercicio)

Resolucéo de equaces de recorréncia

Para se resolver equacOes de recorréncias sdo desenvolvidas diversas técnicas,
pois cada tipo de equacgdo requer maneiras diferentes de serem solucionadas. Aqui 0
grande objetivo € determinar qual a lei, ou expressao geral da seqiiéncia que satisfaz a
equacdo dada. Esse trabalho vai mostrar a técnica para a resolucdo de um tipo particular
de equacéo recorrente. Seja a equacdo (II). Propomos uma solucdo para essa equagao.

Conjecturemos uma solugdo do tipo: a =bg“,b=0 (Ill). Vamos substituir essa
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solucdo na equagéo (1) e determinar que valores de b e g vdo formar a solugdo dessa
equacdo. Substituindo (I11) em (1) vem:

Abq"+A _bg" +..+A4bg+Ab=0 =b(1q"+14 9" +..+4q+4)=0 , como b
é diferente de zero, temos que 4,q"+A4 ,q"" +...+ 4q+4, =0. Veja que se trata de um

polindmio em ¢. A essa equacao polinomial em q chamamos de equacéo caracteristica.
A solucdo geral da equacdo recorrente serd entdo uma combinacdo linear de poténcias
n-ésimas de todas as raizes do polinémio caracteristico. Veja!l

a,=Aa,)"+A.Q, )" +..+A@)"+A(g)", em que g, é ai-ésima raiz da equagao
caracteristica e A séo constantes a serem determinadas pelas condigdes iniciais do
problema.

Veja alguns exemplos:

Exemplo (1) Resolver a equagéo: a, —5a, ,+6a, ,=0 coma =0 e a,=2.

Solucéo:

A equacdo caracteristica associada a essa equacdo de recorréncia é:

q"-59""+6qg"* =0, como q=0, temos: q*—50q+6=0 em que as raizes sd0 q=2 e
q=3. Logo a solucdo dessa equacdo de recorréncia é: a, = A(3)"+B(2)". Como
a, =0 e a,=2, montamos um sistema:
a,=A@3)"+B(2)°’=A+B=0=A=-B

.Assim, a, =2.3" 2",

a,=A@3) +B(2)'=3A+2B=2=>A=2=>B=-2

Exemplo (1) Encontrar o Termo Geral da sequéncia de Fibonacci em
queF,=0 e F=1leF =F ,+F ,.

Solucéo:

A equacdo caracteristica associada a essa equacao de recorréncia é:

" _q"?=0. Como gq=0, temos: q°—q-1=0 que possui q=

como

) 1+5
g —q >

raizes. Logo a solugdo dessa equagdo de recorréncia é: F, = A(HZ\/EJ + B(—l_f j -

Aplicando as condigdes iniciais F;, =0 e F, =1, temos o sistema:

0 0
F, = A[1+£/§] + B(—l_fJ =A+B=0=A=-B

1 1
Fle(lJrZ\/gJ +B£#] :A—B:i:A:i:BZ—i

V5 V5 5
Assim, F, _%[[Hf]n —(12\@]?.

Exemplo (111) Resolver a equagéo: a,—4a, ,+4a, ,=0coma =0 e a,=2.
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Solucéo:

Essa equacdo recorrente estd vinculada, como vimos, a uma equacao
caracteristica, mas como podemos ver abaixo, trata-se de uma equagdo que possui raiz
dupla. Quando isso ocorre, procedemos da seguinte maneira:

A equacdo caracteristica associada a essa equacdo de recorréncia é

q"-4q"" +49"?=0.Como q=0, temos: g° —4q+4=0 que possui g =2 Como raiz
dupla. Esse € um tipo especial de equacao e a solucdo proposta nesse caso €:
a, =A(2)"+Bn(2)" .
Como a =0 e a, =2, montamos um sistema:
a,=A(2)°+B.0.(2°=A=0=A=0

. Assim, a, =n.2"
a, = A2 +1.B.(2!=3.0+2B=2=B=1

Progressdes Aritméticas (PA)

Uma progressao aritmética é um tipo especial de seqliéncia recorrente, em que a
relacdo entre dois termos consecutivos é dada por: a, =a, , +r, 0 Seja, qualquer termo

de uma “PA” é calculado como sendo o valor do termo anterior somado de uma
constante “r” chamada de razdo. Sendo a, o primeiro termo de uma PA e r o valor da

razéo, tem-se que a, =a, +r. Vamos, usando as técnicas de resolucdo de seqliéncias
recorrentes, encontrar a expressao geral para o n-ésimo termo dessa PA.

a=q_,+r = a —aq_,=r.

Como essa diferenca é constante, ou seja, ndo depende da posicdo “k”, pode-se
escrever que:
Q- ,=r = a-3,=a,-8 , > & —-23,+3 ,=0

A equacio caracteristica associada é: q°—2q+1=0 = q=1 (dupla). Assim sendo, a

solucéo geral para o problema é: a, = A(1)" +nB(1)" = a,=A+nB. Aplicando as

condigdes iniciais, chega-se ao sistema:

{a1= A+B=a = A=a,-r, B=r.Logo, chega-se que: a, =a, +(n-1)r.
a,=A+2B=a +r !

Calculo da soma dos Termos de uma PA

Muitos problemas, principalmente em matematica financeira, estdo relacionados
com a soma de temos de uma seqiiéncia (por exemplo o0 montante pago em um crediario
que tenha como base de calculo a formulag&o por juros simples). Assim, sendo, convém
que se determine uma expressao para a soma de todos os termos de uma PA (desde o
primeiro até o n-ésimo). Seja uma PA, de primeiro termo a e razdo “r”. Veja o

raciocinio:
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a, + (;j:) +...+(a1+(k—1)r)+...+(a1+(rn17—2)r)+(a1+(r;—1)r)
S(a+(-Dn+@+(M-2)N+..+@+(-KnN+..+ (@+r) + a
(&+a) + (@+a) +.+ (@+a) +.+ (@+a) + (a+a)

Vejaque 25 =n(a, +a,) = S =@ ou ainda S = (2""”(2‘1)””.

Propriedade Aritmética

Sejam a, ,,&,,8,,, termos de uma PA, de ordens (k-p)-ésima, k-ésima e (k+p)-
esima, respectivamente. Logo podemos escrever a,_,=a —pr e a,,=a +pr.

a_,+ay,,

p

Somando os dois resultados, tem-se que a,_, +a,,, =23, = a, = , OU seja,

um termo qualquer a, , de uma PA é igual a média aritmética de dois termos quaisquer,
equidistantes do mesmo.

Progressées Geométricas (PG)

Uma progressdo geométrica € um tipo especial de seqiiéncia recorrente, em que
a relagdo entre dois termos consecutivos e dada por: a, =qa, ,, 0 seja, qualquer termo

de uma “PA” é calculado como sendo o valor do termo anterior multiplicado por uma
constante “g” chamada de raz&o. Sendo a, o primeiro termo de uma PG e g o valor da

razéo, tem-se que a, =a,q. Vamos, usando as técnicas de resolugdo de seqliéncias

recorrentes, encontrar a expressao geral para o n-ésimo termo dessa PA.
a, =0a, , = a, —ga,_, =0 . A equagdo caracteristica associada é dada por:
R—-qg=0, logo chega-se que R=q, assim, o temo geral da solugédo dessa equacao

recorrente é: a = Aq". Visto que a, = Aq’, A:ﬁ. Chega-se entdo a expressdo do
q

termo geral de uma PG que é dada por: a, =a,q"".

Calculo da soma dos Termos de uma PG

Em geral, a obtencdo de expressbes fechadas, que denotem a soma dos n
primeiros termos de uma sequéncia traz facilidades no que tange a resolucdo de
problemas até do dia a dia. Vamos determinar uma expressao para o calculo da soma
dos n primeiros termos de uma PG de primeiro termo a, e razdo g. Veja:

Vamos nos utilizar de um resultado importante, gerado na teoria dos produtos notaveis,
em que se tem a seguinte fatoracdo: x" —1=(X-D(X" "+ X" 2 +...+ x+1).

Obs: Esse resultado acima explicitado pode ser provado usando a técnica da inducéo finita.
Esse exercicio fica proposto para vocé leitor.

Queremos calcular asoma: S=a, +aq+..+aq9 " +aq" " =al+q+..+q">+q" ") =
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A C ) : Assim, tem-se que S _ald-h

q-1 q-1
Seja o caso particular em que 0<qg<1. Quando isso acontece, o termo geral da PG
tende a diminuir muito, quando o valor de n cresce. Vamos definir um tipo de PG em

que 0<qg<1e n— o, como sendo uma “PG infinita”. O desafio agora € determinar o
valor da soma de todos esses infinitos termos. Veja!l

—0

ai(qn _1) _ _a1 _ ai ) LOgO S ai

limS =1lim = -
n—o n—o q_l q_l 1_q 1_q

Outro resultado que pode ser muito Gtil na resolucdo de algumas questbes é o
valor do produto de todos os termos de uma PG. Seja P =a,.a,.---.a,. Veja!l
n e n(n-1)
P=]Ta =a.(aq).@g’).(ag"")=(a)'q"* " =(a)'q * . Logo chegase
k=1
n(n-1)

que: P=(a)"q 2

Propriedade Geométrica

Sejam a,_,a,,a,,, termos de uma PG, de ordens (k-p)-ésima, k-ésima e (k+p)-

k-p?
eésima, respectivamente. Logo podemos escrever a_,=aq" e a,,=a40q".

k+p

Multiplicando os dois resultados, tem-se que a,_,.a,,, :(ak)2 = a,= ‘/ak_p.akw , OU

seja, um termo qualquer a, , de uma PG é igual a média geométrica de dois termos
quaisquer, equidistantes do mesmo.

Exemplo (1V) Resolver a equagéo a, —4a,, =3,com a, =0 .

Solugéo

Veja que a hipotese simplificadora (c) foi violada, ou seja, essa equagdo ndo é
homogénea, pois ndo é do tipo f(a,)=0 e sim do tipo f(a )=3. Quando isso
acontece ndo se pode dizer que uma solugo possivel é alguma do tipo a, =bg*. Vamos
verificar isso: bg" —4bg"" =3. Veja que temos uma situacdo indeterminada, pois
existem muitos pares (b,q) que satisfazem a equacdo encontrada, para cada “n”. Logo

um jeito de escapar desse problema é tornando a equacdo uma equagdo homogénea.
a,—4a, ,=3,mas a,,—4a,,=3,logo a,-4a, ,=a,,—4a, , earrumando, temos:

a,—b5a,,+4a, ,=0. Essa equagdo sim € homogénea e pode-se aplicar a solucdo do
tipo a_=bg". A equago caracteristica associada é: q" -50" " +4q"* =0=
=0°-50+4=0. Raizes q=1 e gq=4. Logo a solugdo geral ¢ do tipo:
a,=A0"+B4)" ou a,=A+B(4)". Como @a =0, podemos calcular
a, =3—4a, =3-0=3, assim agora pode-se montar o sistema:
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— 1_ — _
a, = A+B.(4)' =0= A=—4B e

Assim a, = 4" -1,

a,=A+B.(4)?=A+16B=3= =l
4

Outra solucéo, sem usar recorréncia:
Vamos escrever a equagdo para todos os valores de n, menores que n.

(an _)HN) =3
A(ay — B2y, ) =43
42 (g — Ban,) =473

+ 4" (2, —4a,)=4""3

PG, razao4

-1 _
a — 4"l =3+43+423+..+4"23=3(1+4+ 42 +..+4"?) = 3'(44 11}

52
a, —4""a =4""-1logo: a,=4""-1
Veja que equacdes desse tipo vao, de fato, exigir mais criatividade do que
técnicas especificas.”

Exemplo (V) Resolver a equacéo a, —4a, , =3",com a, =0 .
Solucéo

Para resolvermos esse tipo de equagdo, temos que encontrar uma maneira de
fazer com que a parte 3", ndo continue na equacao e que a mesma se torne uma equagao
homogénea. Veja!!l
a —4a ,=3"=33"
4a _,=3""

Equacdo caracteristica associada é: g°—-7q+12=0, com raizes q=3 e q=4. A

} —a,—4a,,=3(a,,—4a, ,),assim: a, —7a, ,+12a ,=0
a

n-1"_

expressdo geral fica da forma: a,=A(3)'+B(4)", com a=0 e a,=3"=9.

Aplicando as condic¢des iniciais tem-se que:

a=A(3) +B(4) 0= A=-22

a,= A3 +B(4)f=9= 9[22 )116B-0=B=2 = A-3
? 3 4

Logo, a, =9.4"" -3"" ouainda a, =9(4" " -3"").

Outra solucédo, sem usar recorréncia:
Vamos escrever a equacao para todos os valores de n, menores que n.
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(a, — Za, ) =3"
A(ay — Doy, )=4.3""
4 (g — By, ) =4°3""

+ 477y, —4a)=4"23

4 n-1
- ~| -1
_ n—l'_&_ n n-1 2 An-2 n-2 2_n—2 kon-k __ nn_2 4 k_ (3) _
a,—4""a, =3"+43" 442374 44" =N AP~ =3 | =
k=0

k=0

4n—1 _3n—l
B E— n-1__an-l
= 3n. 3# — 3n+1 (43n—13] — 9(4n—1 _3n—1) 1 |Ogo, an — 9(4n—1 _3n71) )
3

Outras sequéncias

Seja a equagdo recorrente expressa por: a, —qa, , =rq"". \Vamos resolver essa
equacdo utilizando o raciocinio igual ao utilizado no exemplo (V).
a,—Qqa,,; = rqm1 =a.,,-0a,,= rqn72 =a,—-qa,,; = Q(an_1 _qan—Z) =
= a,-2ga _,+q°a _,=0. O polindmio (em t) caracteristico para essa recorréncia é
dado por t* —2qt+9° =0 que tem uma raiz dupla t = g. Logo a solucio geral par essa
recorréncia é a, = A(q)" + B.n(q)" . Vamos definir condicdo inicial do tipo: a, =a,. Da
relacdo de recorréncia, encontra-se o valor de a, =(a, +r)q. Aplicando as condi¢oes
iniciais na expresséo geral de a, , chega-se que:

a,=(a+(n-1r)g""

Veja que quando n aumenta, a primeira parte do termo geral se comporta como

uma PA e a segunda parte define uma PG, a essa seqliéncia especial da-se o nome de

Progressdo Aritmético-Geométrica (PAG). Talvez seja um desafio maior calcular a
soma dos primeiros “n” termos de uma PAG. Vamos aceitar esse desafio? Veja!l

Calculando S =Y"a, = > (a +(k-D)r)g* = (a g  +krg“* —rg*) =
k=1 k=1 =

Soma de PG

k=1 k=1
f_y%
:(a1_r)(q _1)+r(quk_lj'
q-1 k=1
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Agora precisamos determinar uma formula fechada para Y. Siga o raciocinio:
Y =1.1+2.9+3.0*+...+(n=1)g"2+ng"* (1)

q¥ =q+29°+3¢° +...+(n-Dg"+ng" (1)

PG, razéo q

Calculando (1)—(ll) chega-se a

n

qg' -1

Y-qY=1+0+0°+..+9""=nq" =

-nq". Logo o valor de Y é dado por:

=3 _1 _12. Com isso calculamos o valor de S, original como sendo:
q-1 (9-1)
g_@-nN@-Y ma" r@ -y _(@a+n-Hr)g"™ (& +nrq"-(&-rag+a
q-1 a-1 (-9’ (@-1°
Exemplo (VI)

2006 2005 2006 2007

Seja P(X) = X + x™ P (1+x) + X1+ X)? +...+ X(L+ X) Determine

o coeficiente do termo em x°® de P(x).

+ 1+ x)

Solucéo:
Veja que uma parcela qualquer dessa soma tem um fator x a menos que a parcela
anterior bem como um fator (1 + x) a mais. Logo se trata de soma de uma PG de

+ X

276 razdo q = (1—j Aplicando na férmula da soma da PG chega-
X

primeiro termo x

se a:

Xzoo{[l"' ijoos _1J
S = al(qn _1) _ X
q-1 (1+ xj_l
X

Veja que no desenvolvimento de (1+X)

_ ((1+ X) 208 _ Xzooa)_

2008 2008

, a parcela em x se cancela e

. 500 < 2008
consequentemente o coeficiente do termo em x> é dado por c00 |°

Exemplo (VII) Considere um tabuleiro retangular de dimensfes 2xn. Dispomos de
dominds com as seguintes configuracdes:

=
<

5] Peca 2:

De quantas maneiras se pode cobrir o tabuleiro dispondo apenas das pecas 1 e 2.
Obs.: Duas pecas distintas ( de qualquer tipo) ndo podem se superpor.

Peca 1:

Solucéo:
Vamos denotar por C(n) o numero de combinacgdes procurado. Vamos estudar
algumas das as possiveis configurac@es para o problema em guestéo.
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(a) (b) ) (£

= Cin-1) = Cin-2) = Cin-2) = Ci{n-3)
e Y | QS
X olo oo Se[d
F— (n-1) colmas — Fn-2) colunas— n-2) cohmas— Fn-3) colunasq
= C(n-2) L= C(n-2) = C(n-3)
9] L%, GO o
SIES X[ Ole
Fu-2) colunas— -2} colunas Hn-3) colunas

(d) (e) (g

Veja que entre as configuragdes possiveis, ha uma delas em que, depois de
preenchidas as casas do tabuleiro se retorna ao mesmo problema, agora com um
tabuleiro 2x(n-1), logo o nimero de combinagGes, agora procurado ¢ C(n-1). O
mesmo acontece para a configuracdo em que se retorna a situacdo de um tabuleiro
2x(n—2), sendo que h& quatro configuragdes possiveis e para 0 caso de se ter
retornado a um tabuleiro 2x(n—3) ha duas possiveis configuracdes, logo se pode
propor a seguinte equacionamento: C(n)=C(n-1)+4C(n-2)+2C(n—3). Quais
seriam as condicdes iniciais desse problema?
Para 0 caso em que n=1: Ha uma possibilidade (a)
Para 0 caso em que n=2: Ha cinco possibilidades(a,a);(b);(c);(d);(e)
Para 0 caso em que n = 3: Ha onze possibilidades (a, a,a);(a,b);(a,c);(a,d);(a,e);
(b.a);(c,a);(d,a);(e,a);(f);(9)
Logo: C(1)=1, C(2)=5 e C(3)=11.
Resolvendo a equacdo de recorréncia: C(n)-C(n-1)-4C(n—-2)-2C(n-3)=0. O
Polindmio caracteristico associado: q°*—q>—-4q—-2=0. Por inspecdo, q=-1 é raiz.
Logo utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, chega-se que as outras raizes sao
g=1£+/3. O termo geral de C(n)=A(-1)" +B(1+~/3)"+C(1—-+/3)" . Aplicando as

1

V3

1 .
, C =——= e assim tem-se que:

V3

condigdes iniciais chega-se que A=1, B=
Cm) = (-1 +—=[ @+3) - -3y ].
V3

A transformada Z

Vamos definir um operador Z{x(k)}= X(z), que translada uma sequéncia,
dependente da variavel inteira k, em uma equacdo totalmente algébrica, na variavel

[e]

complexa “z”. O transformador Z é definido como sendo: Z{x(k)}= Zx(k)z‘k . Veja

k=0
que esse operador resulta na convergéncia de uma série (soma infinita), ou seja, o
resultado da transformacéo do dominio k para o dominio z € o valor para o qual a série
converge. Quando essa conta for feita, se terd uma expressdo, na variavel z e é de
tamanha importancia que se estude onde, ou em que regido do plano complexo, essa
convergéncia pode ocorrer. Vamos calcular algumas transformadas de algumas
sequéncias conhecidas!
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Propriedade 1: A transformada Z de uma combinacdo linear de funcdes € a
combinacéo linear das respectivas transformadas Z dessas fungdes. Sejam a,b [ .

Z{ax(k) £by(k)}= Z (ax(k)£by(k))z™* = az x(k)z ™" + bz y(k)z™* =aX (z) £bY (2)

Algumas transformadas essenciais

1°) Seja a seqiiéncia x(k) dada por: x(k)=a™*, k>0

Soma de PG infinita
— 1 Z

Z{x(K)}= X (2) = Za‘k z7=> () = = —. Claro que esse
k=0 k=0 1- = Z—a

az
resultado s6 faz sentido se |az| <1, para que a somatoria seja um caso particular de PG

infinita.

2°) Seja a sequiéncia x(k) dada por: x(k) =c, k>0.
Soma de PG infinita

< — 1 (o4 ,
Z{x(K)}=X(@2)=D cz*=¢c>.  (2) =— =—— Claro que esse resultado s6
k=0 k=0 1-= 1 -1
z

faz sentido se |z| <1, para que a somatdria seja um caso particular de PG infinita.

3% Termo de avanco. Calcular a transformada Z de x(k + m) em funcédo de x(Kk).

Zix(k+m=Y xkrmz* =3 )z ™ =Y x(t)z 2" = 2 ZX(t)z _

k=0 t=m t=m

= Zmi X()z2 "t =z"(X (z) = x(0) = x()z = x(2)z 2 ... x(m=1)z ™) =

=72"X(2) - x(0)z" = x(1)z" " = x(2)z2"* —...— x(m=2)z* —=x(m-1)z.
Assim, Z{x(k + m)}=z"X(z) = x(0)z" - x(D)z" " - x(2)z"* —...—x(mM—-2)z* = x(M-1)z.

4°) Termo de atraso: Calcular a transformada Z de x(k —m) em funcédo de x(k)

Zixk-m}=3 xk-mz* = 3 x)z "= 3 x)z 'z "= 7" Y x(t)z ' =
=z " Zw: X(t)z =z " (X (z) + 2"X(-m) + X(-m+2) 2" + X(-m+2) 2" + ...+ x(-1)z) =

t=—m

= X(@2) 2"+ x(=m)+ x(-m+Dz + X(-m+2)z % +...+ x(-1)z "

Assim, Z{x(k —m)}= X (2)z ™ + x(-=m) + x(-m+21)z ' + x(-m+2) 2% +...+ x(-1)z ",
Veja que para as seqiiéncias em que para k <0, implicarem que x(k) =0, o resultado
acima fica resumido em: Z{x(k —-m)}= X (2)z™"

k , k=0

59) Calcular a transformada Z de x(k) = .
0 , k<O
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Y =Exemplo (V)
/_/%

b
0 0 —— [*9)
Z{x(K)}=D kz ¥ =D k(z ™) =b D kb**' . Esse somatorio foi resolvido no exemplo
k=0 k=0 k=0

-0

n —0
. (nb"  b"-1 . (z”j z"-1
V). Z{x(k)}=bl - |=z7 - -
(V). Z{x(K)} nlg;(b_l (b_l)zj ] e R

1 1 2
7Z{x(k)}=z ((zl—l)zj_ TR

6°) Multiplicacdo por a“.

Zax(}=Y a2 =Y (@'2)* = X Gj

7°) Calcular a transformada Z de x(k) = (k + b)a*

Vamos definir y(k) =k +b. Aplicando a 6° transformada, vem que Z{a*y(k)}=Y (Ej
a
2
1), 2la) e enfd)
a a) \a a

G () ()

Resolvendo equacdes recorrentes usando a transformada Z.

Logo temos que Z{a*y(k)}=

Assim como podemos passar do dominio k para o dominio z, o contrario
também pode ser feito. Vamos agora entender o porqué de que quando resolvemos uma
equacdo linear, com coeficientes constantes e homogénea, uma solucdo é do tipo

x(n) = Aq". Acompanhe o exemplo abaixo:

Exemplo (VIII) Resolva a equacédo recorrente a(k +2)—13a(k +1) +42a(k) =0, dados
a(0)=0 e a()=13.
Solucéo:
Aplicando a transformada Z em toda a equacao vem:
Z{a(k+2)-13a(k +1)+42a(k)}=z{a(k + 2)}-13z{a(k +1)}+ 42Z{a(k)} =
=72°A(2) - x(0)z* — x(1)z - 13(zA(z) — zx(0)) + 42 A(z) = A(z)(z* =132 +42)-132 =0
Az) 13 B 13 _ R N S (R+S)z—(7TR+6S)
z  7°-13z2+42 (z-6)(z-7) z-6 z-7 (z-6)(z-7)
Podemos montar um sistema com as seguintes equacoes:

logo
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R+S=0 . z z
— R=-13= S=13. Assim temos: A(z)=-13——+13——.
7R+6S =-13 z-6 z-7

Pronto, temos uma expressao algébrica na variavel complexa z e queremos transforma-
la em uma sequéncia na variavel k. Para isso é necessario que se aplique a transformada

Z inversa na expressdo encontrada. Foi demonstrado que para x(k)=a*, k>0,

Z{x(K)}= —= : 1}, em que Z{f(2)} 60

z—at’ z-a
termo geral da sequéncia na qual se for aplicada a transformada Z obtém-se f(z).

Aplicando essa transformada Z inversa na expressao de A(z) e fazendo as devidas
comparagOes entre “a” e 0s nUmeros “6” e “7” que aparecem na expressao, temos que

a(k) =-13.(6) +13.(7)*, ou ainda a(k) =13.(7* —6).

logo podemos dizer que a™ = Zl{

O exemplo abaixo mostra o porqué de que quando se tem uma equacdo
recorrente de polinémio caracteristico com raiz dupla a solu¢do para a equacdo é da

forma X, = A(Q)" + B.n(q)". Veja!!

Exemplo (IX) Resolva a equacéo recorrente a(k +2)—4a(k +1)+4a(k) =0, dados os
valores de a(0)=0 e a(l)=4.

Solucéo:

Aplicando a transformada Z em toda a equacgédo vem:

Z{a(k +2)—4da(k +1) +4a(k)}=z{ak + 2)}-4z{a(k +D)}+4z{a(k)}=

=72°A(2) - x(0)2* = x(1)z — 4(zA(z) — zx(0)) + 4A(z) = A(z)(z* —4z+4)-4z=0  logo

A(z) 4 4
2 1°-41+4 (z-2)° (z 1)2
2

z
: z (ZJ
assim A(z):X[Ej:—z. Percebendo
o
2
que se trata de uma funcdo do tipo X(ij, a transformada inversa é dada por
a

x(k)

y(k) = a*x(k) = zl{x [Ej} . Aplicando esse resultado temos que a(k) = (2k).2*, logo
a
x(k) = k.2

Exemplo (X) Resolva a equagdo recorrente a(k +2)—6a(k +1)+9a(k) =0, dados os

valores de a(0)=1 e a(l)=6.

Solugéo:

Aplicando a transformada Z em toda a equagéo vem:

Z{a(k+2)-6a(k +1)+9a(k)}=z{a(k + 2)}-6Z{a(k +1)}+92{a(k)}=

=7°A(2) - x(0)2* — x(1)z - 6(zA(z) — 2x(0)) + 9A(z) = A(2)(z° -62+9)—2* =0 logo

2

Alz) > : ="t > assim A(z):z—z.
z z°-6z+9 (z-3) (z-3)

transformada e faca b = 1 e a = 3. Logo a transformada inversa de A(z) vai ser algo do

tipo a(k) = (k +1).3“.

Veja o0 resultado da 7°
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Exercicios propostos

1) Encontre o termo geral a, das seqiiéncias expressas por:

a)a —-3a,,=0 a,=1 k=1 b) 2a, —3a,,=0, a,=2

c)a -a,,-12=0,k>1,a,=0ea =1 d)a —-4a ,+5=0,k=1 a,=0ea =1
e)a,=2a,,+1a =1 k=2 f)a =-2a ,+1 a=2 k=2

0) a, =-2a,_,+k,a =2, k>2 h)ya =a_,+k* a =1 k>2

i)a =4a ,+2",a=0 k=2 i) a =4a, ,+(-3)", 8 =0, k>2

2) De quantas maneiras podemos formar palavras com n letras utilizando o alfabeto
{a,b,c,d}se as letras a e b ndo devem aparecer juntas?

3) (I1télia/1996) Dado o alfabeto com trés letras a, b, ¢, encontre 0 nimero de palavras
com n letras contendo um numero par de a’s. Considere n> 2.,

4) Seja f(n) o nimero de palavras com n letras, sem zeros vizinhos, formadas a partir do
alfabeto {0, 1, 2}. Encontre uma recorréncia e uma férmula para f(n).

5) Considere todas as palavras com n caracteres formadas a partir do alfabeto {0,1,2,3}.
Quantas delas tém um namero par de (a) zeros, (b) zeros e uns?

6) Dadas trés varetas e n discos de distintos tamanhos colocados na primeira vareta em
ordem de tamanho (do menor ao maior), mover estes n discos desde a vareta inicial até
a terceira usando a segunda como auxiliar, sem colocar um disco de tamanho maior
sobre um de tamanho menor. E permitido o movimento de um disco por vez.
Determinar o numero minimo de movimentos para movimentar toda a coluna de discos
da primeira pra a terceira vareta.

OBS.: Lembre que o disco maior s6 sera movimentado quando todos 0s outros discos ja
tiverem sido movimentados.

7) (Eureka) Seja a seguinte equacao de recorréncia, que considera logaritmos em base 2:

f(n)=2f(«/n)+log, log, n,n>3
f(2)=1
Neste caso aplicamos uma troca de variavel para ir desta equacdo a uma equacdo linear,
e poder resolvé-la, o qual significa que havera solucdo sé para os valores de n que
satisfagam este cdmbio. Determine a expresséo geral de f(n), em fungéo de n.

8) Resolva as equagfes propostas no primeiro exercicio utilizando a transformada Z.

9) (IME) Seja a sequiéncia cuja lei recorrente é dada por v, =6v, , —9v, , sendo dados
os valores iniciais v, e v;. Definimos v, =3"u,. Determine:
a) uma expressao para as sequéncias {v,} e {u,} em fungdo de n, u, e u,.

b) Identificar as seqtiéncias {v,} e {u,} para o caso particular de v, :% ev, =1.
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10) (IME) Determinar o valor do determinante da matriz n x n, em fungéo de b.

b2 +1
b
0
0

0

"m+x
m
m
m

b
b® +1
b
0

m
m+X
m

m

0 0

b 0
b?+1 b

b b?+1--

0 0

m

m
m+ X

m

m
m
m

m+X -

0

0
0
0

b? +1]
m

m

m

m

m+ X

. Sugestdo: Use regra de Laplace.

nxn

11) (IME) Determinar o valor do determinante da matriz n x n, em funcdo de m e x.

. Sugestdo: Use regra de Laplace.

nxn

12) (IME) Determinar o valor do determinante da matriz n x n, em fungéo de n.

2
-1

15

-1
2
-1

0
-1
2

0
0
-1

0

0
0
0

—4nxn
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