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Material by: Caio Guimaraes (Equipe Rumoaoita.com)
Referéncia: cadernos de aula: Professor Eduardo Wagner

3 - Parabolas

Definicao 1.1: Dados um ponto no plano F e uma reta d no plano, é
denominada Parabola de foco F e diretriz d o lugar geométrico dos
pontos P tais que a distancia de P a d é igual a distancia de P a F.

d

(esbog¢o de Parabola)

Definicao 1.2:
Dizemos que o ponto da parabola mais proximo da diretriz d é
chamado de da parabola.

A distancia do foco da parabola a diretriz da mesma é chamada de

da parabola e denotaremos por p no decorrer desse
artigo.
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Equacao canonica

A equacdo reduzida da parabola cujo vértice é o ponto(x,,y,) e a
diretriz é uma reta paralela ao eixo das ordenadas é dada pela
expressao:

(y=30)*=2p(x—x,)

A equacdo reduzida da parabola A equacao reduzida da parabola
cujo vértice é o ponto(x,,),) e a diretriz é uma reta paralela ao

eixo das ordenadas é dada pela expressao:

(x=x)2=2p(y-,)

Exercicio: Demonstre a partir da definicao 1.1 as expressdes acima.

Raio Vetor
Assim como na definicao para elipses e hipérboles, é um vetor
que liga o foco da parabola a um ponto da mesma.

q Segue direto da figura que:

r=p+r.cost

Portanto, temos que o raio

0
F vetor é uma funcao do
| angulo O :
I
p
r(@)=——
( ) l-cosé
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A forma polar do raio vetor, para efeito de compara¢ao com os
resultados dos raios vetores na forma polar da hipérbole e da
elipse, sugere que a quantidade excentricidade pra parabola seja
considerada constante e igual a 1.

Veremos no capitulo 5 dessa série que de fato essa definicao de
excentricidade nos trara outras coincidéncias.

Em uma parabola de parametro p, calcule o
comprimento da corda focal que faz um angulo de 45° com o eixo.
Gabarito: 4p

Sao dadas uma circunferéncia de centro C e uma reta exterior r.
Determine o LG dos centros das circunferéncias que sao tangentes
exteriormente a circunferéncia dada e a retar.

Solucao:
Seja R o raio da circunferéncia dada.
Seja r’ uma reta paralela a reta r dada, distando R da mesma.

Note que a distancia de P a R é (x+R) e a distancia de P a C € (x+R).

Logo P descreve uma curva tal que a distancia de P a um ponto fixo
€ igual a distancia de P a uma reta fixa.

Com isso P descreve uma parabola de foco C e diretriz r.
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Teoremas Importantes

Teorema 1.1 - Teorema das Tangentes

Seja M pertencente a parabola (de foco F) e M" sua projecao sobre
a diretriz da parabola. A reta tangente a parabola em M ¢ bissetriz
do dngulo FMM'.

Prova: Andloga a prova para d
. . /4 . t
elipse e para hipérboles. Fica
como exercicio para o leitor. M’ &M
(2
Sugestao: Considere um. outr'o -
ponto Q sobre a reta t (bissetriz F

do angulo M"MF). Mostre que
esse ponto nao pode estar sobre

a parabola.

Corolario (Importantes)

(i) O simétrico do foco em relacao a uma tangente da parabola
pertence a diretriz.

Prova: Incluida no teorema 1.1

(ii) A projecao do foco sobre uma tangente pertence a tangente ao

vértice.
4 r Prova:
“ Considere o triangulo hachurado.
B e/ M Como t é bissetriz, e MM '=MF, temos
\,\ que t é mediatriz do segmento M F.
1 1 P
Da semelhanga no triangulo

hachurado, segue que r divide a
distancia de F a d em 2 partes iguais. Como o vértice se encontra
equidistante de F e da diretriz d, temos que r passa pelo vértice da
parabola.

= e
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(iii)

O angulo entre um raio vetor qualquer e a tangente na
extremidade do raio vetor é igual ao angulo entre a mesma
tangente e uma paralela ao eixo principal passando pelo ponto.
(Vide figura)

Prova : Pela sua simplicidade,
deixamos ao leitor que apenas
verifique esse fato.

Essa propriedade é conhecida como a
propriedade refletora das parabolas.
(“Todo raio incidente pelo foco
numa parabola sai paralelo ao seu

eixo”)

A idéia da antena parabodlica (um paraboldide) se baseia no fato de
que sinais vindo de muito longe (do infinito) devem convergir
num ponto (o foco do paraboldide) anico.

Determinacao Geométrica do Ponto de Tangencia
Dados o eixo principal da parabola, o foco F e uma tangente t,
como determinar o ponto M de tangéncia?

- Tracar o simétrico F* de F em
t relacao at (F’ pertence a diretriz)

M

- Tragar uma paralela ao eixo e
perpendicular a diretriz a partir de
F.

O ponto de encontro sera M (o
ponto de tangéncia)
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Subtangente e Subnormal
Considere a figura abaixo, onde M é o ponto de tangencia.
Subnormal - E a d normal
projecao ortogonal de
MN sobre o eixo
principal da parabola.
(subnormal = KN)

tangente

Subtangente - E a
projecao ortogonal de
MT sobre o eixo
principal da parabola.
(subtangente = KT)

Propriedades:
i) A subnormal tem comprimento constante e igual a p.

Prova:
Da andlise geométrica da figura acima, vemos que os 2 triangulos
hachurados sao congruentes. Logo: p=O0F =KN

ii) O vértice é ponto médio da subtangente.

Prova: Exercicio para o leitor.
Sugestao: Mostre que os triangulos AOTS e AFKM sao
congruentes.

OBS: Numa questao de 2002 do IME, foi definido o conceito de
subnormal. O conceito definido na questao nao corresponde ao
conceito encontrado nos livros de matematica. O conceito
apresentado nesse artigo é o reconhecido como verdadeiro
conceito de subnormal.
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Teorema 1.2 — Teorema de Poncelet para Parabolas

T Sejam t e t’ retas tangentes a
uma parabola em T e T” a partir
de P. Entado os angulos ace f
sdo iguais.

F Prova:

T Considere o simétrico S de F em
relacdo a t e o simétrico S" de F
em relacao a t’, e considere em
seguida o triangulo formado por
SS’F.

As retas t e t’ sao mediatrizes dos lados dos triangulos e se cruzam
em P. Logo, P é o circuncentro do triangulo.

]
3 | ;
t
[
I
g

Verifique a correspondéncia de angulos feitas na figura acima.

w

O angulo SSF=a “enxerga” o arco S'F ,

—_

O angulo central SPF =2/, também “enxerga” o arco S'F

Logo f=a, CQD

==
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[IME 96/97] Em uma parabola (P), com foco F e parametro p,
considere uma corda MM normal a parabola em M. Sabendo que

o angulo MFM'=90°, calcule os segmentos FM e FM’".

Solucao: Podemos fazer um desenho da parabola na situagao,
usando o teorema das tangentes. Pela Geometria do Triangulo é facil

verificar que o MM'F =«
Forma polar dos raios vetores:

__ D
1—cosd

. P _ D
l—cos(g—ej 1-sent

XMF = FMM’ :azg

Do triangulo FMM:
P
tga =~ = 1=cos0 :tg(gj: 1-sent
r p 2) 1l-cos@
1—-sen6

Lembrando que podemos escrever sen0 e cosO em fungao de
t=tg(0/2):

2t
2t 1—¢2 Qa2 1=2t+12
send =——, cosf= =>t= 1+t2:
1+ 1+1¢2 1=t 212
1+1¢2
=203=2-2t+1 = 2:*-2+2t-1=0 = A Unicaraiz real é t=1/2
4
= 1g0 = =— =send=— , cosf=—
1-¢2 3
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Exercicios de Fixacao

1. Determine o LG dos pontos de onde se pode tragar tangentes
perpendiculares a uma parabola

1. Por um ponto P externo a uma parabola sdo tracadas as
tangentes PM e PM " a parabola de foco F. Mostre que

PFM = PEM’

2. [IME 1985] Seja uma parabola de foco F e diretriz d. Por um
ponto P, pertencente a d, tragam-se tangentes a parabola que a
interceptam em A e B. Demonstre que A, B e F estao em linha
reta.

3. Pelo ponto P tracam-se as tangentes perpendiculares PM e PM "’
a uma parabola.

a) Mostre que MM" é uma corda focal
b) Mostre que FP é perpendicular a MM ",

4. [IME] No triangulo ABC os vértices B e C sao fixos e o vértice A
percorre uma reta paralela a reta suporte de BC. Determine o
Lugar Geométrico do Ortocentro do triangulo ABC.
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