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Referéncia: cader nos de aula: Professor Eduardo Wagner

5-Complementos

De onde veio 0 nome secao conica?
Secdes conicas sao as segdes formadas pela inter secédo de um plano
com uma superficie conica.

T eor emardeiDandel in

Dandelin provou que ha quatr o tipos de secdes conicas possiveis,
e denominaremo-las elipses, cir cunferéncias, parabolase
hipérboles.

| magine uma super ficie cdnica com eixo de revolucao e cortada
por um plano . Sejam a 0 angulo de cada geratriz do cone com o
eixo e B o angulo que nt faz com o eixo.

f1xo
1) B =90°
Circunferéncia N

= sfigétr =
RUMOADOITA



RUMOAOITA

I g+« p>a
Género Elipse

1) g+« P <a
Género Hipérbole
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V) B =«
Género Parabola

Excentricidade
A partir dessas defini¢Oes de segdes conicas, podemos redefinir as
guantidades excentricidade de car ater geral.

Excentricidade de uma conica € a quantidade dada pela razao

cosp

€= osk onde a e B séo os angulos denotados nas figur as

anteriores.

Notar que nos diferentestipos de conicas as excentricidades tém
faixas de valores definidos:

Circunferéncias. e=0
Elipses. 0<e<1
Parabolas. e=1
Hipérboles. e>1

Muitos livros preferem denotar circunfer éncias como casos
particulares de elipses cuja excentricidade € 0 .
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EXxer cicio Resolvido Contextualizado
Em uma superficie conica de revolucado de vértice O, as geratrizes
fazem 30 graus com o eixo derotacdo. Um plano corta o eixo no
ponto A efaz 60 graus com o eixo. Calcule a area da secao (AO=2)

Solucéo:
0
oo cosp _ cosGO0 _ 1 :£<1
cosa cos30° /3 a

(Secéo conicado tipo elipse)

Dafigura,

y = X.c0s60° =§

2=0A=BA=x (OBAO iso6sceles)

X+y=2a = 2+1=2a = azg

c_ 1 N gL
a /3 2
Naelipse: & =2+ 2, logo:
raz 22 3.3 _ .6
4 4 2 2

Sabemos que a &rea de uma elipse é dada por: A= rab
Logo a érea pedida &

372'\/6

4

A=
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Foco de uma Conica e Diretriz de uma conica
A partir da nossa definicdo de Dandelin de secdes conicas,
definimos a quantidade excentricidade, e com isso podemos
definir o que € um foco de uma conica.
Seja F um ponto no espaco ed umareta no espaco tal que
qualquer ponto de uma secéo conica atenda a:
PE
=—=e
Pd
Definimos F como sendo o foco da segao conica, ed como sendo a
diretriz da conica. Ou sg a, com isso, podemos também redefinir
cada um dostipos de secdes conicas:

Dado um ponto F fixo ed uma reta fixa no espaco, definimos:

Elipse € 0 LG dos pontostal que constante <1

Pd

-
T

Hipérbole € o LG dos pontostal que T = constante >1

F

P
Parabola € o L G dos pontostal que Bg 1

OBS: 1. Asdefinicdes de cada tipo de conica vistas nos 3 primeir os
capitulos da série sdo coer entes com essa nova definicdo.

2. Para elipses e par abolas sdo definidas 2 diretrizes (para que se
atenda a definicdo para cada um dos focos).

3. Pela simetria das se¢des conicas podemos definir eixos de
simetria (eixos principais e secundarios) a cada tipo de secdo. No
caso de hipérbole temos 0s eixos transver so e nao-transver so; no
caso de elipse temos eixo maior e eixo menor; no caso de parabola
temos o elxo principal. Tais eixos sao perpendiculares e paralelos
asretasdiretrizes das conicas.
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Exer cicio Resolvido Contextualizado

[IME 79] Por um ponto M qualquer de uma hipérbole (h), traca-se
uma paralela a uma assintota (a) de (h): esta paralela encontra uma
diretriz (d) de (h) em D. Sendo F o foco de (h) correspondente a
diretriz (d), mostreque: MD =MF.

Solucéo:

I Considere a projecéo P
de M sobre adiretrizd
(como indicaafigura)

P Sendo, MF= o um raio
focal da hipérbole, e
- sabendo que:

A

Da semelhanca entre o triangulo PMD e o triangulo formado pela
assintota e o retangulo caracteristico da hipérbole, temos que:

MP a p ~Naz+b2 p c
—_—=senp=— =>MD="———="——=p
MD a2+ b2 e a e a

Assim, MD =MF CQD.
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Exerciciosde Fixacao

1. [IME 1980] Calcule os eixos e a excentricidade da conica, secédo
por um plano n em um cone de revolucao R, de vértice V,
sabendo-se que:

1) A excentricidade da secao por n € a maior possivel para o
cone R.

2) V dista de n 6 unidades de comprimento.

3) R é tal que a secdo por um plano perpendicular a uma
geratriz € uma hipérbole equilatera.

2. [IME 1982] E dada uma elipse de eixo focal 22 e excentricidade

igual a 4 /g . Essa elipse é secdo de um cone de revolucao: o

angulo que o plano da elipse forma com o eixo do cone é de 45
graus. Pede-se, em funcédo de a, a distancia do vértice V do
cone ao plano da elipse.

3. [IME 1989] Na elipse de excentricidade 0,5, foco na origem e
reta diretriz dada por 3x + 4y= 25, determine:
a) O outro foco da elipse
b) a equacéo das diretrizes da elipse.

Revisao Geral

Segue uma bateriade exerciciosdo IME edo I TA arespeito de
conicas. O intuito desses exercicios e revisar a matéria vista na
sériedecoOnicasinteira. Em algunsdeles a saida por geometria
analitica ser& mais direta e maisfacilitada. Cabe ao leitor exer citar
adistincéo entre problemas que devem ser “atacados” pelos

teor emas vistos nos capitulos anteriores, ou por geometria
analitica.
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1. [ITA] Determine o lugar geométrico dos centros das
circunferéncias que sao tangentes ao eixo das ordenadas, e 0s pontos
de interseg&o com o eixo das abcissas distam 2 unidades um do
outro.

2. [IME 86] Seja uma hipérbole equilatera de centro O e focos F e F’.
Mostre que o segmento determinado por O e por um ponto M
qualquer da hipérbole é media proporcional entre os segmentos MF e
MF".

3. [IME 86] Seja uma parabola de foco F e diretriz d. Por um ponto P
da diretriz, tracam-se tangentes a parabola que a interceptam em A e
B. Demonstre que A, B e F estdo em linha reta.

4. [IME 85] Dados dois pontos fixos A e B (AB=d), considere as
elipses passando por B, com foco em A e eixo maior de comprimento
2a, tal que 2a > d . Determine o lugar geométrico do segundo foco F
das elipses.

5. [IME 84] Da-se (P) uma parabola de foco F e diretriz d. Sejam M
um ponto qualquer de P; A sua projecao sobre d; B a projecédo de A
sobre FM. Identifique o lugar geométrico de B quando M descreve a
parabola P.

6. [IME 84] Em uma hipérbole (H) sdo dados o foco F e a diretriz
correspondente d, que distam entre si 5 cm. A direcdo de uma
assintota forma um angulo de 30 graus com o eixo focal. Pede-se
calcular os valores dos semi-eixos de (H).

7. [IME 83] Em uma hipérbole (h) sédo dados: um foco F, uma
assintota (I) e uma tangente (t). Pede-se determinar graficamente o
outro foco, a outra assintota e os comprimentos dos eixos,
justificando a construcdo executada. OBS: Nessa época o IME
cobrava construcdo geométrica em suas questdes. Deixamos a
questao na bateria de exercicio como treino para fixacdo do conceito.

8. [IME 81] Seja (d) a diretriz e F o foco de uma parabola. Seja MM”
uma corda focal qualquer. Mostre que as tangentes em M e M”
encontram-se em P, pertencente a (d) e que a reta PF é
perpendicular a MM’.
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9. [IME 77] A tangente e a normal em um ponto M de uma elipse
cortam o eixo focal respectivamente em T e N, sendo os focos F e F’.
a) Mostre que o segmento FF é dividido harmonicamente por T € N,
bem como a razado das distancias de F aos pontos N e M é igual a
excentricidade da elipse.

b) Se a tangente e a normal citadas cortam o eixo ndo focalem T e
N°, respectivamente, mostre que o circulo MT'N” passa pelos focos F
eF.

10. [IME 93] Seja 2y=x2 uma parabola com foco F e diretriz d. Uma
reta, cujo coeficiente angular € m (diferente de 0) passa por F e corta
a parabola em dois pontos A e B, respectivamente. Seja G o
conjugado harménico de F em relacédo a A e B. Pede-se:

a) as coordenadas de G em funcao de m.

b) o lugar geométrico do ponto G quando m varia.

11. [IME] Considere o triAngulo ABC cujos lados sao todos tangentes
a uma parabola dada. Prove que o circuncirculo do triangulo passa
pelo foco da parabola.

Sugestao: Utilize o teorema da Reta de Simpson

_— {:ﬁé} =

RUMOAQITA



