Recorréncias
Turma IME/ITA - Aulal

Em certas seqiiéncias numéricas, em alguns casos, € possivel determinar um termo geral de
um numero da mesma em fung¢édo de um ou mais de seus termos anteriores. Termos gerais desse
tipo séo chamados de equacdes de recorréncia.

EX: Ap=3An
Sn= =5Sn={1,3,9,27,..}
A=1

Podemos classificar os diversos tipos de seqiiéncias recorrentes, quanto a sua (seu):

i) Ordem: A ordem nos da o nimero de termos anteriores de quem o termo geral depende. Por
exemplo, um termo geral que nos da um termo da seqiiéncia em funcé@o de um termo anterior é
dito uma recorréncia de 12 ordem; o que nos da um termo em fung¢éo de 2 termos anteriores é dito
uma recorréncia de 22 ordem, e assim em diante.

i1) Termo Independente: Uma equac¢do que nos dd um termo em funcdo de termos anteriores e
outras constantes aditivas , ou seja, termos independentes, sdo ditas recorréncias nao
homogéneas. Equacfes homogéneas sdo as recorréncias com termos gerais sem termos
independentes.

iii) Linearidade: Uma recorréncia é dita linear quando o expoente dos termos anteriores do termo
geral sdo todos iguais a 1, e caso contrario € dita ndo linear

ex: Recorréncianéo linear: A =2.(Ap_1)*+3

*OBS: Somente a equagéo de recorréncia ndo define uma seqiiéncia. E sempre necessario tirar
algum dado sobre os termos iniciais da seqliéncia recursiva.

Resolugéo de Recorréncias Lineares:
Nesse caso procedemos da seguinte maneira:

i) 120rdem
A =a
An=b.A,_+C

An :b'An—l +C
An—l = b.An_2 +C
An_2 Zb.An_3+C

A2 Zb.Al +C

Multiplicando a 22 equacao por b, a32por b?, ..., e depois somando:
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An = b'An—l +C
bA,_; =b2A,_, +bc
bzAn_z = b3.An_3 + b2C

b" %A, =b" 1A, +b" 2 c
+

A,=b"tat(@l+b+b2+..+b"?)c

ii) 220rdem - Homogénea
A =a
A, =a
An=Db.A, 1 +CA

E possivel provar , nesse caso, que a solugdo dessa recorréncia, (22 ordem homogénea e linear) é
do tipo:

n n
An =p.(X1)" +09.(x2)
Onde X, X, sdo as raizes de: X2 =Dh.x+cC

*OBS:
- Essa equacdo é formada pelos coeficientes da equagdo de recorréncia e € chamada de equacgéo
caracteristica da recorréncia.

- As constantes m e n sdo tiradas pelos dados iniciais da equagdo. Substituindo pra n=1, e pran=2
temos duas equacgdes das quais o sistema nos dardo os valores dessas constantes.

Exemplo Resd vido:

Questao:

Determine a lei de recorréncia da seqiéncia com primeiro e segundo termas, respectivamentel e 2 , tal queo
termo geral é obedecido:

An=5An_1 -6.Ap >

Solugao: Equacdo caracteristica: x2 = 5x-6 => Raizes {2,3}

A,=p2"+q.3" .
n:1:>1:2p+3q<:>p:§,q:0
N=2=2=4p+9q

Logoa lei de recorréncia é

1 .
A, ==2"-2n"1
2
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Exercicios:

1. Quantas sdo as sequiéncias de n numeros formadas por n algarismos em que 0s
Unicos digitos que podem ser utilizados sdo 0 e 1, nas quais 0 0 figura um
nuamero impar de vezes?

2. Resolva 0 mesmo problema, no qual 0 figura um namero impar de vezes, s
gue podendo utilizar agora os digitos 0, 1 e 2.

3. Resolva as seguintes rela¢des de recorréncia:
(a) a1 =0, a2 = 2, a, + Han_1 + 6a,_o = 0 para n > 3.
(b) ag=1,0y=2,a, —2a, 1 —a, o =0 paran > 2.

4. Considere uma caixa de chocolate BIS, vista de cima, que pode ser
considerada uma tabela de n x 2 quadrados. Cada unidade de BIS ocupa
exatamente 2 quadrados dessa caixa. Considerando que ndo podemos colocar um
BIS em cima do outro, determine de quantas formas podemos organizar
exatamente essa caixa, completando todos os espacos.

5. (IME 2004-05)

Calcule o determinante da matrix n=n em funcao de b,
onde b é um mimero real tal que b? = 1.

b?+1 b 0 i T || 0
b b*+1 b R | 0
0 b b*4+1 b 0 0
0 0 b b24+1 0 0 L disilnn
0 0 0 [ R | I
0 0 0 0 ... b b%pl

il

w
n colunas

6. (IME 2000)

Quatro cidades, A, H, (' e [}, sio conectadas por es-
tradas conforme a figura abaixo. Quantos percursos
diferentes comegam e terminam na cidade A, e possu-
eI

(a) exatamente 50 km?

(b) nx 10 km?
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