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Material by: Caio Guimaraes (Equipe Rumoaoita.com)

Aplicacoes ‘Diferentes’ Para

Numeros Complexos
Capitulo I

Comentario Inicial

O artigo que aqui apresentamos nao tem como objetivo introduzir ao
leitor o assunto “ntimeros complexos”. O artigo tem como objetivo
aprofundar os conhecimentos de alguém que ja estudou o assunto
(mesmo que brevemente) abrindo os seus horizontes para novas
aplicacOes (ou aplicacoes “diferentes’ como diz o titulo) dos nimeros
complexos.

Revisao de Complexos:
A unidade complexa é definida como i=+/-1 .

Considere o complexo z=Xx+y. X,y € R. Definimos:
- Médulo (norma) de z: 2] =[x+ yi| = x2+y?
- Partes Real e Imaginaria dez: Re(z)=x Im(z)=y
- Argumento de z: 0=arg(z)= arctg(zj +2kn keZ
X
- Complexo conjugado de z: Z=X-Yi

Um numero complexo pode ser representado no plano complexo
como um vetor (sendo a parte real de um complexo representado no
eixo horizontal e sua parte imaginaria no eixo vertical). A
extremidade do vetor é chamado afixo (x,y) de um complexo.
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Da figura, um complexo pode ser escrito na forma trigonométrica:
z=|z|.(cos0+1i.send)

Notacao: Usaremos no decorrer do artigo as notagoes:
cis0=cos0+i.send

Exercicios de Revisao:
1. Prove as seguintes propriedades:

i) z=r.cisO w =p.cisa = z.w=(p.r).cis(6+a)

ii) z=r.cisO w = p.cisa = 2= (E).cis(e —-a)

w \r
lz.w|=r.p
iii) z|=r lw|=p=0 =4lz|
wlp

iv) z.z=|z[?
V)Z=2

Vi) 21 +22 =271 +Zy

Vii) Zl .22 = Zl .Z2

viii) |2]+|w| <[z + w]
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2. Prove por inducio a lei de Moivre: (z)" =(r.cis0)" =r"cis(n.0)
para n natural positivo. Estenda o raciocinio para n inteiros.

. (2k L
3. Mostre que: (z)"' =1<z= Cls(—nj para n natural, e k inteiro.
n

4. Mostre que: 1+ cisO = 2. cos(gj .cis(g)

n
5. Utilize o resultado acima para mostrar que

120 € R parazde

moddulo unitario tal que 22" % —1 e n natural. (IME 2002)

6. Seja P(z) =ag.z" +ay.z" L +..+a, 1.z+1 um polinémio com
coeficientes reais. Mostre que se x é raiz da equacao P(z)=0, entao o

conjugado de x também sera raiz.

7. (ITA) Sejam os numeros complexos distintos z e w, (onde z tem
modulo unitario). Mostre que:
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Forma Polar de Complexos:

Resultado conhecido do Calculo Diferencial e Integral, podemos
expandir func¢des como séries de poténcias de x (Expansao de
Taylor):

x2 xt X8
cosx=1-—+———+—....
2! 4! 6!
x> x> X’
senX =X——+———+—....
3t 5! 7!
2 3 4
x“ x7 X
e =1+X+——+ "t t...
2! 3! 4!
Desses resultados segue que:
. x2S
cosx+isenx=1+ix—-——-i—+——-1.—+-
2 3! 4! 5!
3 4 5
i .o X2 . xT x L X
e =1+ix—-——-i"— —+-

+——1i.
2! 3! 4! 5!

Temos uma identidade de funcoes:
. ix
cosx+isenx =e

Com, isso temos que todo complexo pode ser escrito na forma:

z = |z|.cish =z .

A demonstracdo da expansao da série de taylor foge aos objetivos do
artigo.
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Aplicacao 1: Complexos em Somatorios

Algo interessante que podemos retirar das 11 - ?5 _19 !
propriedades de niumeros complexos é a sua r=r=r=.=1
propriedade de poténcia. Em ciclos de 4 2-i6-310_ __q
poténcias 0 numero complexo i se repete. 3_7_m_ .

Vamos usar esse fato para nossa vantagem.
Do desenvolvimento binomial de Newton temos:
(1+x)" =1+CL x+C3x2+...+Ch X"
A partir dai podemos tirar alguns resultados bastante uteis:

na expressao acima, temos o conhecido Teorema das
Linhas do Triangulo de Pascal:

(1+1)" =1+CL+C2 +..+Ch =2"

(1-1)"=1-CL +C% +—..+(-1)".C" =0

Utilizando os resultados acima é possivel provar (verifique como
exercicio);

1+C2+Ct+Cl .=+ +C 4. =20

Ou seja, foi obtido facilmente, com conceitos basicos a soma
binomial de combinacdes de n tomadas em nameros pares (bem
como impares).

— = ‘

RUMOAQITA



= ‘

RUMOAOITA
Sera que sabemos calcular a seguinte soma?
1+Cf1 +Cf1 +C}12 +...

Utilizando os resultados ja encontrados seria interessante termos um
valor para x que mude sua poténcia em ciclos diferentes de 2. Bom,
conforme foi dito, 0 numero complexo i muda sua potencia em ciclos
de 4. Vejamos como isso pode nos ajudar:

(1+x)" =1+CL x+C3x2+...+Ch.xX"

(1+i)"=1+CLli+C2i2+C2i3+...

~(1-Ch+Ca-Ch+Ch —+..)+i(Ch -G} +C2 - C +-..)

Da expressdo acima tiramos dois resultados uteis:
Re(1+i)" =(1-Ch +C —Ch +Ch —+..

Im (1+i)" =(C} -C3 +C ~Ch +—...

n
Umavez que: (1+i)" = (x/i.cis Ej = (ﬁn.cisgj , temos:
4 ) Moivre 4

n
Re(1+1)" :22.cos(%)

n
Im(1+i)" = 22.sen(%j

E com isso temos mais duas somas binomiais importantes:

nm

n
(1—C$1 +Cp-Cl 8 —+...)=22.cos(7j

n
(C}l ~cd i+ -’ +—...) = 22.sen(%j
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Ora, uma vez que conhecemos:
n
(1 ~CA+Ch-Cé+C —+...) = 22.cos(¥)

1+C3 4+t 4l 4. =20

Somando ambos as expressoes, chegamos ao resultado (verifique):

n_q
1+Cr+Co 424 =22 +2(2 ).cos(%j

Usando um raciocinio andlogo, utilize os resultados ja obtidos para
obter:

n_y
Cl+C+C)+..=2"24 2(2 ).sen(%)

Obter uma expressao reduzida para os seguintes
somatorios:

a) C3+CT +C 4 .

b) C2 +C8 +Cl0 4 ...
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(IME 2005) Determine uma expressao reduzida para o somatorio:

cg+ci+cg+cg+

Solucao:

Acabamos de trabalhar com somatodrios binomiais com combinacdes
tomadas em nimeros repetindo em ciclos de 4. A questao proposta
pelo IME é um somatorio binomial com combinag¢des tomadas em
numeros repetindo em ciclos de 3.

Procuramos algo que repita sua poténcia da seguinte maneira:

X0 =X3 =X6...

Do raciocinio acima, queremos x do tipo:
2kn
1=x% = x= c1s( 3

Usaremos o binomial de Newton para x = c1s(21;nj :

n 2
(1 + cis(z—nj) =1 +C1 c1s(2 j+ C2 (CB(an + Cf’l ( c1s(2nD +...
3 3 3 3
D o . (2m\ )" . (n.2m
a forma de Moivre: cis 3 =| cis 3

Logo:

(1+cis(2;Dn —1+C1 c1s(23 j+C2 c1s(43nj+C3 c1s(6n)+...
:1+C111.(—+ J ( 2 '\/_j+C3 (1)+...

1—§—§+c3— clf sz/_ Ci3 C5I ~
2 2 2 2
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Lembrando que: [1 " cis(Z;ch _ (1 _ ; n \/251] _ (1 n ﬁij = cis(mt)

Das expressoes acima:
n 1 2 4 5
(i) Re(lﬂ:is(znjj :COS(MJ:I—CT‘—CD+C;”I—C“—CH+—...
3 3 2 2 2 2
n 1 2 4 5
(ii) Im(l + cis(an = sen(mj _&n 3 — a3 + Cn-V3 — Car3 +—...
3 3 2 2 2 2

Do Teorema das Linhas:
Clic?+C3 4. +Ch=2" (i)

Fazendo 2.(i) + (iii)
(2-Ch-C2+2C3 -Ch-C5 +-. )+ ChL+C2+Co 4.+ Ch =2" +2COS(%j

= 3.(1+C} +Ch+Ch +.. ) =2" +2cos(1?j

Segue que:

2" +2 cos(j
1+Ci+Cg+Cg+m: 3 3
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1. (IME 2005) Determine uma expressao reduzida para o somatorio :
1 4 7 10
Ch,+C,+CL+Cy +...
OBS: E o item b da questao resolvida acima. Utilize um raciocinio
rigorosamente analogo.

2. Determine uma expressao reduzida para o somatdrio:
1+ C}l.senx + Cﬁ.sen(Zx) + Cfl.sen(3x) +...+ Cp.sen(nx)

Sugestao: Ultilize o resultado do exercicio 4 da parte de Revisao de
Complexos.

3. Determine uma expressao reduzida para os somatorios

senx + sen(2x) + sen(3x) + sen(4x) +... + sen(n.x)
CcOS X + €0s(2x) + cos(3x) + cos(4x) + ...+ cos(n.x)

4Sen=1,2,3,.., prove que:

2w 4n 6n 2(n—-1)n
COS— + COS— 4+ COS— ...+ COS————— =
n n n n

27 4r 67 2(n—-1)n
sen—+sen—+sen— +...+ sen——— =
n n n n

-1

0

Sugestao: Lembre da expressao para somas de progressoes
geomeétricas.

5. Prove que paran=2, 3,...
( nj( 275)( 371:) ( (n—l)nj n
sen— || sen— || sen— |...| sen =
n n n n on-1
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