Simulado: Matematica IME 2008

Questoes elaboradas por Everaldo de Mello Bonotto.

Exercicio 1) Seja h : R — R uma funcao real que satisfaz as seguintes condigoes:

i) h(z)+ h(y) = h(zy), Vz,y € R.
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i) h (max (2p(q7r+ Ty 2p) + min (2p, P (gr T 1))) loga(q+ 1), Ym,n € Z,Vp, q €

Mostre que se x € Q, entao h(z) = 0.
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Exercicio 2) Sejam a e b nimeros reais positivos tais que 7= 6. Sejam T,, e T, o

termo mdximo e o termo central do desenvolvimento da expressiao (a + b)), respectivamente.
Determine a e b de maneira que 7, + T, = 6'3.

Exercicio 3) Considere o sistema linear

{ (loga)x + sen?(B)y =1
(log(e+ B))x + cos*(B)y =2,

COS 2, 3 ~
com o > 0 e 8> 0. Prove que se (loga(1+ozﬁ+oz2)) ? >1,a7éle%<a:<£,entaoo

sistema admite uma unica solugao.

Exercicio 4) Considere {ay, as,as...} uma progressao aritmética cujo primeiro termo
a; é o # 0. Seja {by, bs, b3, ...} uma sequéncia de maneira que {b; — a1, by — as, bs — as, ...} forma
nesta ordem uma progressao geométrica de razao 3, 0 < < 1. Suponha ainda que b; = cos(¢)
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onde 1 <o < 5 € b = v, k > 1. Determine a razao da progressao aritmética em funcao das

variaveis k, «, 3 e 7 e o termo b; de modo que a matriz

Ao ( tagl(¢) 1- Slen(cb) )

nao admita caracteristica maxima.

Exercicio 5) Sejam z; = 3 + 3i e 2z = —1 + 5¢ nlimeros complexos onde 7 é a unidade
imaginaria. Determine o ntimero complexo z3, —100 < Rezs < 100, pertencente a parabola de
equagao y = —(x — 1) — 2 + 1 de maneira que a drea do triangulo de vértices 21,25 e 23 seja
maxima.

Exercicio 6) Sejam p, ¢ e m polinomios com coeficientes racionais tais que

m(zr) = b (:1:;; i)é%_xgilfi— 2) e grim(z)] = 3.
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Sabe-se que m(x) possui uma raiz inteira. Determine as raizes de m(z) sendo que m(0) = 121,
p*(2) — ¢*(0) > 0, 1 + /11 é raiz de p(x) e a equagio

(o) =% =+ 90 = 11+ (2585 tog (11 = VID) 1+ g (|q<1 — )

¢ uma identidade em z, onde r é um polinémio.

Exercicio 7) Dado um triangulo ABC| considere sobre o segmento AC' os pontos Py, P,
e P5 tal que as areas dos triangulos ABP;, ABP, e ABP; formam nesta ordem uma progressao
geométrica crescente de razao r, r # 1. Mostre que 7 € raiz do polinémio

Q(z) = —AP; "z + AP '2* + AP, 2 + [AP,’ + BP, — BR, |z + BP; — BD; .

Exercicio 8) Considere a familia de hipérboles 22 — y* = k, k > 0. Seja Cy, k > 0,
o conjunto de todas as circunferéncias que passam pela origem e sao tangentes a hipérbole
2?2 — y? = k em exatamente dois pontos. Se para cada k > 0, o conjunto @}, consiste de todos
os pontos da intersecao da hipérbole 22 — y? = k com os elementos de Cj. Determine o lugar
geométrico descrito pelo conjunto Q) quando k variar no intervalo |0, +o0.

Dado: A equagao da reta tangente & hipérbole 2% — y* = k no ponto (o, yo), yo # 0, ¢

x
dada por y = Dy 2
Yo Yo

Exercicio 9) Considere no plano cartesiano o ponto (m,0), 0 < m < 1 e os pontos
(p1,0), (p2,0), ..., (Pn,0), 0 < p1 < pa < ... < p, < m. Para cada inteiro j, 1 < j < n, considere
a reta r; que passa pelo ponto (p;,0) e é paralela a reta r de equagdo y = kz, k > 0. Seja V; o
volume do sélido gerado pela rotagdo do segmento de extremos (p;,0) e (m,y;(m)) em torno do
eixo Oz, 0 < j <n, onde py =0, 79 =7 e y;(m) é a ordenada da reta r; com abscissa m. Se a
sequéncia {Vp, V1, V5, ...} forma nesta ordem uma progressao geométrica de razao m?, determine

0
a relacao entre m e n sabendo que p, = mlog (—H>, n > 10. O natural n pode ser menor
nm

que 107

Exercicio 10) Resolva a equagao:

008233 + 20084.’13' —3_ (_1)Uog4(1+sen2x)J + (_1)|_sen(z—7r/6)—l/2j.

Observagao: |z] =n,n € Z tal quen <z <n+ 1.
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Exercicio 1: Demonstracao.

Exercicio 2:
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Exercicio 3: Demonstracao.

Exercicio 4:
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1:
2

2y — 20 — (\/2—2 8\/5—11—2a>ﬂk1
2(k — 1)

r =

Exercicio 5: z3 = —100 — 10100s.
Exercicio 6: As raizes de m(z) sao: V11, —v/11 e 11.
Exercicio 7: Demonstracao.

Exercicio &:

{<x, DER = Jlal o (1) # <o,o>}

Exercicio 9: m = . Nao.

logn

Exercicio 10:

5
S:{xER:x:(2k+1)7r ou xz%—i—Zlm ou xz%—l—ka,kEZ}



