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101
Sequéncia Numérica

Definico 4.1.: Uma sequéncia de numeros reais é uma funcdo x:N— R para a qual
denotamos o valor de x em n por x, em vez de x(n).

Geralmente usamos a notagdo (xn)neN para representar uma sequéncia
x:N—>R. As vezes a notaremos também por (x, x; ...,x,,...). Dizemos que x, é o
termo de ordem n ou que x, é o n - ésimo termo da sequéncia.

Quando quisermos explicitar que a imagem da sequéncia (xn)nEN estd contida

em AcR escreveremos (x, )neN cAd.

Como sequéncias s@o funcoes, as definicdes de funcdo limitada, crescente,
decrescente, mondtona, etc., também fazem sentido para sequéncias.

7

Exemplo 4.2.: Seja a€R e tomemos x, =a para todo neN. A sequéncia (xn )nEN é

constante. E imediato que (x,) _ ¢ limitada.

Exemplo 4.3.: A sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) ¢ limitada mas ndo é monétona.

Exemplo 4.4.: Sejom a, reN. Considere x, =a, x, =a+r, x; =a+2r, de maneira

geral, x, =a+(n—-1)r. A sequéncia (x,) . é uma Progressdo Aritmética de primeiro

neN

termo a e razdo r. Se r=0, entdo (xn) é constante e, portanto, limitada. Se

neN

r>0, entdo (xn) é estritamente crescente e, portanto, limitada inferiormente.

neN
Finalmente, se r <0, entdo (xn)n e N ¢ estritamente decrescente e, portanto, limitada

superiormente.

Definigéo 4.5.: Dizemos que (y; ), € uma subseqiéncia de (x,) . se existe uma

sequéncia (n;)

oy © N estritamente crescente tal que y, =x, paratodo keN.

Exemplo 4.6.: Seja (x,) . o Progressdo Aritmética de termo inicial a e razdo r. A
Progressdo Aritmética (y; )kEN de termo inicial a e razdo 2r é uma subseqiéncia de

(%), - De fato, tomando n, =2k —1(k € N) obtemos

X =a+(nk—l)r:a+(2k—2)r=a+(k—l)(2r)=yk.
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4.2.: Sequéncias convergentes
Intuitivamente, uma sequéncia (xn)nEN convergente para x se seus fermos se
aproximam de x quando n cresce. Esta ideia ndo estd errada. Porém, ela pode

induzir a uma ideia equivocada de convergéncia. Somos tentados a dizer que (x, )nEN
converge para x quando a disténcia entre x, e x diminui & medida que n cresce, ou
seja, a fungdo f(n)=|x, —x| é decrescente. NGo é bem assim. Veja a figura 1. Ela

foge um pouco do assunto “sequéncias em de nimeros reais” mas ilustra bem o que
queremos dizer por “se aproximar”. Imagine que, partindo do ponto A4, percorremos
no sentido anti-hordrio o caminho desenhado como indicado pelas setas. Ninguém
duvida, e com razédo, de que estaremos assim nos aproximando do ponto O . Porém, a
ideia de que a nossa distdncia ao ponto O decresce com o tempo mostra-se errada.
Convenca-se disto percebendo que passamos primeiro por B antes de chegar a C e,

entretanto, o segmento BO é menor que o segmento CO . De fato, a distdncia a O

cresce quando percorremos o segmento BC . Podemos perceber que existem muitos
trechos do caminho sobre os quais a distdncia a O é crescente com o tempo, de modo
que ndo existe nenhum ponto a partir do qual a disténcia a O passe a ser decrescente

com o tempo.
C B ‘—‘
)| | |

J

A

Figura 1 — Espiral da convergéncia

Continuemos analisando a figura 1 em busca da boa definicdo de convergéncia.
Observamos que nossa disténcia a O fica tdo pequena quanto quisermos, bastando
para isto que continuemos andando por um tempo suficiente longo. Por exemplo,
nossa distdncia a O serd menor que 1 depois que passarmos pelo ponto D . Ou seja,
em cerfo instante entramos na bola de raio 1 centrada em O e dela ndo saimos mais.
Da mesma forma, a partir de outro instante (futuro) entramos na bola de raio 1/2,
centrada em O, e af ficamos. De modo geral, dado qualquer nimero positivo ¢, existe
um instante a partir do qual nossa disténcia a O serd menor que ¢. Al estd a
definicdo. Para sequéncias de nGmeros reais ela é expressa da seguinte maneira.
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Definigéo 4.7.: Uma sequéncia (x,) ¢ dita convergente se existe x e R de modo

neN
que
Ve>0, AN eN talque n2 N =[x, —x|<e.
Neste caso, escrevemos x, — x e dizemos que x é limite da sequéncia (x, )neN
ou que x, converge para (ou tende a) x quando n tende a mais infinito (n — +o0).

Se (x,)

Loy Ndo é convergente, entdo dizemos que ela é divergente.

Exemplo 4.8.: Seja xR e considere a sequéncia dada por x, =x para todo neN.

Temos que x, — x . De fato,

x, —x| =0 para todo n e N. Portanto, podemos escrever
Ve>0, n>1 — |xn—x|<8

Exemplo 4.9.: Considere a sequéncia x, =1/n para todo neN. Vamos mostrar que
x, >0. Dado €>0, tomemos NeN tal que N>1/¢. Temos entdo 0<1/N<e.

Masse neN e n> N, entdo x, =1/n<1/N =x, . Logo, podemos escrever
Ve>0, 3NeN talque n2N — |x,1—0|<s.

O leitor talvez conheca a notagdo lim, ., x, =x para x, = x. Vamos refletir

sobre ela. Por enquanto, facamos de conta que ndo conhecemos a definicdo de limite.
Suponhamos que ao abrir um livro de Andlise, pela primeira vez, encontremos as
seguintes inscri¢des:

x, >0 ex,—>1.
Néo ficariamos chocados. Porém, se estivesse escrito

lim x, =0 e lim x, =1

n—>+ n—>+0
Serfamos levados a concluir que 0=1. Ora, é o sinal de igual "=" que nos leva a
esta conclus@o. Se ndo tivermos a unicidade do limite, entdo a notagéo lim, .. X, =x

¢ fortemente enganosa. Apenas para constar, informo ao leitor interessado a defini¢éo
de convergéncia num contexto mais geral (de espacos topolégicos), do qual a nossa é
um caso particular, permite a néo unicidade do limite (isto ocorre em espacos que ndo
sdo de Hausdorff'). Entretanto, a préxima proposicdo nos dard direito ao uso da
notagdo lim,_, ., x, =x.

Proposigio 4.10.: Sejam (x,) uma sequéncia e x,yeR tais que x, >x e

neN
x, > y.EntGo x=y.
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Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que x#y. Seja e=|x-y|/2>0. Como

x, > x, existe NeN tal que
n=N — |x,1—x|<s.

Seja n o maior dos nimeros N e N'. Para tal n as duas conclusdes anteriores sdo
vélidas. Temos entéo

|x—y|§|x—xn|+|x”—y|<8+8=28=|x—y|.

Concluimos que |x—y| < |x—y , 0 que é absurdo.

Proposicdo 4.11.: Uma sequéncia (xn)nEN tende a x se, e somente se, toda
subsequéncia de (x,) y fendea x.

ne

Demonstrago. Suponhamos que exista xR tal que x, - x. Seja (yk)kEN uma

substéncia de (x,) ie, yp=x, (Vk eN) para alguma sequéncia (nk)kEN cN

neN ’
estritamente crescente. Mostremos que y, > x. Seja €>0. Como x, - x, existe

NeN tal que se n>N, entdo |x,-x|<e. Como (n;),_ ©N é restritamente

crescente, existe K €N tal que se k=K , entdo n, 2 N . Segue que
k2K - |y, —x|<e.

Portanto (yk)keN converge para x. A reciproca é imediata (basta observar que

(x,),_y € subsequéncia de si mesma).

Exemplo 4.12: A sequéncia (1,0,1,0,1,0,..) é divergente. De fato, se ela fosse

convergente, entdo pela proposicdo anterior todas as suas subseqiéncias seriam
convergentes para o mesmo limite. Porém, (1,1,1,..) e (0, 0,0, ...) sGo duas de suas

subseqiiéncias sendo que a primeira converge para 1 enquanto que a segunda
converge para 0.
Como corolério da proposicdo anterior, obtemos que se x, tende a x, entdo

X,.2006 tende a x. Nao hd nada de especial com o ndmero 2006 . Mais geralmente,
fixado peN, temos que se x, tende a x, entdo x,,, tende a x . E fdcil perceber que

a reciproca também ¢ verdadeira, ou seja, se para algum peN femos que x,,,
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tende a x, entGo é porque x, tende a x. Verifique! A importéncia deste fato é a

seguinte. Se conhecermos alguma propriedade que garanta a convergéncia de uma
sequéncia e soubermos que tal propriedade sé é valida a partir do seu p- ésimo termo

entdo, ainda sim, podemos concluir que a sequéncia é convergente. Vejamos um
exemplo esclarecerdor.

Exemplo 4.13: Sabemos que sequéncia constantes sdo convergentes. Considere a
sequéncia (ndo constante) dada por x, =|1000/n |, sendo | x| a fungéo Parte Inteira
de x, definida abaixo:

|x|=m se meZ e m<x<m+1.

E facil ver que x, =0 para todo 1n>1000. Ou seja, (x, )HGN é constante a partir

do seu milésimo-primeiro termo. Concluimos que ela é convergente.
Teorema 4.14.: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo.
Seja (xn)nEN uma sequéncia convergente para x€R. Tomando €-1 na

definicdo de sequéncia convergente, concluimos que existe N eN tal que se n> N,
entdo |x, —x| <1, ie., x, e(x—1, x+1). Tomando

a:min{xl, ey X x—l} e b:max{xl, cees X x+1}

temos imediatamente que x, €[a, b] para todo neN. Porfanto (x,) _ é limitada.

neN

4.3.: Sequéncias monétonas e sequéncias limitadas.

A reciproca do Teorema 4.14 ¢é falsa como mostra o Exemplo 4.12. Porém,
existem algumas reciprocas parciais que veremos nesta secdo. Muitos dos resultados
aqui apresentados utilizam, em sua demonstracdo, a caracterizacdo, do supremo vista
no Exercicio 5 do capitulo 3.

Proposicdo 4.15.: Se (xn)neN ¢ crescente e limitada superiormente, entéo

x, >sup{x, ;neN}. Da mesma forma, se (xn)neN é decrescente e limitada

inferiormente, entéo x, — inf{xn ;e N} .

Demonstracdo.
Vamos provar apenas a primeira parte da proposicdo j& que a segunda se
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demonstragéo de modo andlogo. Seja s =sup{x, ; neN}. Dado £>0, tome NeN
tal que x—3<x,<s. logo, para n= N, temos x—g<xy <x, <s. Concluimos dai

que |x, —s|<e.

Teorema 4.16. (Bolzano' — Weierstrass?) Toda sequéncia limitada possui subsequéncia
convergente.

Demonstragdo. Sejom (x,,)neN uma sequéncia limitada. Considere o seguinte

conjunto:
N={neN;x,>x,, Vm>n}.

Existem duas possibilidades: N & infinito ou N é finito.
1° caso: N é infinito.

Escrevamos N ={n, ny, ny, ..} com n <my<ny<... Assim, se i<j entdo

n<n; e como meN, obtemos que x, >x, . Concluimos que a subsequéncia
. : ;

(xnk)kN ¢ decrescente. Sendo ela limitada obtemos, finalmente, que ela é
¢ €

convergente.
2° caso: N é finito.

Como N é finito, existe N, e N/ N cota superior de N. Ora, n, ¢ N logo, existe

n, >m (e portanto n, ¢ N') tal que x, <x, .Mas de n, 2 N seque que existe ny >n,

(e portanto ny ¢ N) tal que x, <x, . Por inducdo, definimos uma subsequéncia

(xm )k , ave é crescente e, portanto, convergente (pois ela é limitada).
 Jke

4.4 —Sequéncias de Cauchy.

Defini¢go 4.17. Uma sequéncia (x, )nEN é dita Cauchyl se

Ve>0, 3N eN talque n,m>=N - |x, —x,|<¢

Uma sequéncia é de Cauchy se seus termos se aproximam uns dos outros. Repare

,

gue ndo apenas termos consecutivos mas sim todos eles. E natural acreditar que

6
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qualquer sequéncia convergente é de Cauchy e vice-versa. Vamos admitir, por hora,
que sequéncias convergentes sdo de Cauchy (este fato serd demonstrado a seguir).
Facamos alguns comentdrios sobre a reciproca.

Considere uma sequéncia (x,, )nEN de nUmeros racionais convergentes para, por

exemplo, V2 (existe tal sequéncia?). Sendo convergente ela é de Cauchy. Como a
definico de sequéncia de Cauchy ndo faz mencGo ao limite, mesmo se sé
conhecéssemos numeros racionais ainda estarfamos de acordo que (xn)nEN é de
Cauchy. Porém, neste caso, ndo seriamos capazes de mostrar a existéncia do limite.
Ou seja, se considerdssemos apenas ndmeros racionais, ndo seria possivel mostrar que
toda sequéncia de Cauchy é convergente.

J& que sequéncias de Cauchy sé@o convergentes em R mas ndo em Q, isto deve

estar relacionado & completeza. De fato, alguns autores usam sequéncias de Cauchy
de nUmeros racionais para construir R . A vantagem desta construgéo é que ela pode
ser empregada para “completar” outros conjuntos (ou melhor, espacos métricos) que
ndo sejam corpos ordenados.

Teorema 4.18. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, ela é de Cauchy.

Demonstracdo.
Seja (x,),

N eN tal quese n> N, entdo |xn —x|<a/2. Portanto, se m, n > N temos

uma sequéncia convergente para o limite x. Dado €>0 existe

|x” —xm|S|xn —X|+|x—xm|<§+§:g,
Concluimos que (x,) . é uma sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (x, )neN ¢ de Cauchy. Um argumento andlogo
ao da demonstragéo do Teorema 4.14 mostra que (x, )neN ¢ limitada (verifique). Pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, (x, )neN tem subsequéncia (xnk )nEN convergente
para o limite x. Mostremos que x, > x. Seja €>0. Como (x, )neN ¢ de Cauchy,

existe NeN tal que

n,mZN—>|xn—xm|<E. (4.1)
2

Como x, —x, existe keN tal que m 2N e |x,,k—x|<e/2. Dai e de (4.1)

segue que, se n= N , entdo
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+

|xn —x| <X, =Xy, ”

4.5. Limites infinitos.

7

Existem sequéncias divergentes que possuem limite! Isto é apenas um jogo de
palavras. A definicdo seguinte diz que certas sequéncias t&m limites que ndo sdo
nimeros reais. Nao diremos que tais sequéncias sdo covergentes.

Definicdo 4.19. Seja (xn )nEN

quando n tende a mais infinito ou que mais infinito é limite da sequéncia e escrevemos

numa sequencia. Dizemos que x, tende a mais infinito

X, —> +00 ou lim =+ se,

n—>+0 xn

VM eR, 3NeN talque n>2N - x, >M .
Definicdo 4.20. Seja (x,) _

quando n tende a mais infinito ou que menos infinito é limite da sequéncia e

uma sequéncia. Dizemos que x, tende a menos infinito

escrevemos X, —> — ou lim X, =— se,

n—>+0 v
VM eR, 3NeN talque n2N - x, <M .

Insistimos no fato que se x, >+ ou x, —>—o©, entdo ndo podemos dizer que a
sequéncia é convergente. Uma sequéncia é dita convergente exclusivamente quando

satisfaz a condigdo da Definicao 4.7. Além disto, se x, —>+© enfdo (xn)nEN é

ilimitada superiormente e, portanto, é divergente. Da mesma forma, se x, >-x,

entdo (x, )nEN ¢ ilimitada inferiormente e, portanto, é divergente.

servacdo 4.21. Com estas convengbes sobre uso dos fermos “sequéncia
Ob 4.21. C i b dos f !
convergente” a de “limite de sequéncia” a Proposicdo 4.11 também ¢ vdlida
(obviamente com outra demonstracéo) se substituirmos x por +0 ou por —.

Como x,>M é equivalente a -x, <—M , temos que x, —>+00 se, e somente se,
—x,, >—o0 . Portanto toda afirmag@o sobre limite mais infinito tem uma andloga para

limite menos infinito.

4.6 Operacdes com limites.
Temos a seguir algumas propriedades aritméticas de limites finitos.

Proposico 4.22. Sejam (xn)nEN e (y,,)nEN convergentes para x e y,

respectivamente, e ¢ € R . Temos:
8
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. x,+y, >x+y;
N x,-y, >xy;
. c-x, >ex;

IV. se y#0,entdo y,' = y'.

Demonstracdo.
() Seja &€>0. Gragas as convergéncias de (x,) e (¥,), . existem N' e
N" tais que, se n>N', entdo |xn—x|<s/2, ese n>N", entGo |yn—y|<s/2. Seja

N=max{N', N"}.Assim,se n>N ,entdo n>N'e n=N" e, dai,
€ €

|(xn+yn)—(x+y)|:|(xn—x)+(yn—y)|é|xn—x|+|yn—y|<5+5:8.

Mostramos assim que x, +y, > x+y.

() Seja £>0. Como (x,),_, & convergente, ela ¢ limitada. Logo, existe C >0

tal que |x,|<C para todo neN tal que se n> N, entdo |x, —x|<e e |y, —y|<e.

Desta forma, para n= N , femos

[ -y = <y w0,y v = x v =[x e =y ] |x - ]
SC-|yn —y|+|y|-|xn —x|<(C+|y|)8.

Isto mostra que x, -y, converge para x-y .
) E consequéncia do item anterior, tomando y, =¢ paratodo neN.
q Yn p
V) Seja €¢>0 e N'eN tal que, se n>N', entdo —y<egl. Temos ainda que
| q Yn =V q
y#0, consequéntemente, existe N"eN tal que, |y,|>|y/2, ie.,

|yn|71 < 2|y|_1 , quando n>N". Tornando N =max{N', N"}, para todo
nz N, temos que

1 1

Yn ¥

|y_yn|
= < ——=E¢.
a1

Isto conclui a demonstracéo.
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Exemplo 4.23. Seja r€R. A sequéncia (r”) N ¢ uma Progressdo Geométrica de
ne

razdo r.

Se |r|<1, entdo multiplicando por |r"[20, obtemos 0< P <. Logo,

(‘rn

[ . Oraq,

) ¢ decrescente, limitada inferiormente e portanto, convergente para, digamos,
neN

rn+1

= |r”r"

, entdo, passando o limite, obtemos I = |r|l . Como |r| #1, temos
[=0. Segue, finalmente, que (r") . converge para 0 (Exercicio (2.a)).
ne
Se |rf|>1, entdo |r|=1+h com h>0. Pela desigualdade de Bernoulli,

rn rl’l

:|r|"21+nh e, portanto,

(Exercicio (2.b)).
Deixamos para o leitor o estudo dos casos r=1 e r=-1.

—+ow . Em particular, (r") N ¢ divergente
ne

Vejamos agora as propriedades “aritméticas” de limites infinitos

Proposigdo 4.24. Sejom (x,) . e (¥,) _ duas sequéncias e ¢>0. Suponhamos
que x, >+ . Temos:
I se (y, )HEN é limitada inferiormente, entéo x, +y, — +x;

Il. se y,>c paratodo neN, entdo x,-y, > +x;

. c-x, >+0;
V. x,zl —0.
Demonstracdo.

() Seja aeR tal que a<y, paratodo neN.Dado M eR, como x, >+,
existe NeN tal que se n>N, entdo x, >M —a. Segue que se n=2N,
entdo x, +y, 2x,+a>M . Concluimos que x, +y, > +o.

() Dado M eR, podemos tomar NeN tal que se n> N, entdo x, >|M|/c.
Desta forma, se n2=N, entdo x,-y,2x,-c>|M|>M . Portanto
X, Y, = +o.

(Il E consequéncia do item anterior, tomando y, =¢ para todo neN.

(IV) Dado €>0, tomemos NeN tal que se =N, entdo x, >¢7'. Segue que

se n=> N, entGo

-1 _ -1 . -1
X, —0‘—xn <¢ . Concluimos que x,” —> 0.

10
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4.7 Limite superior e limite inferior.
No estudo de limites de subsequéncias é conveniente fazer a seguinte definicdo.

Definicdo 4.25. Dizemos que xeR é valor de aderéncia de (xn)neN se existe

subsequéncia de (x,) . convergente para x .

neN
O Teorema de Bolzano-Weierstrass diz entdo que toda sequéncia limitada possui
valor de aderéncia.

Observe que se (x,) ¢ limitada superiormente, entdo o conjunto dos seus

neN
valores de aderéncia também ¢é limitado superiormente (veja Exercicio (4.c)).

Analogamente, se (xn) é limitada inferiormente, entdo o conjunto de seus valores

neN
de aderéncia também é.

DefinigGo 4.26. Seja A o conjunto dos valores de aderéncia de (x,) oy - O limite

n

superior de (x, )nEN é definido por
+oo se(x,) . éilimitadasuperiormente;

limsupx, = ysup 4 se(x,) . ¢limitada superiormente e 4 # &;
n—>+00
- se(x,) . ¢élimitada superiormente ¢ 4 = &,
n/neN

O limite inferior de (x,) . ¢é definido por

- se(x,) . éilimitadainferiormente;
n /neN

liminf x, ={sup 4 se(x, )neN ¢ limitada inferiormente e 4 # J;
n—>+o0
+o  se(x, )neN ¢ limitada inferiormente e 4 = &.

Essencialmente, o limite superior de uma sequéncia é o seu valor de aderéncia,
enquanto que o limite inferior é seu menor valor de aderéncia.

A Proposicdo 4.11 diz que (x,,)n converge para x se, e somente se, x é o

eN
Gnico valor de aderéncia de (x, )nEN . Isto também pode ser expresso dizendo

lim x, =x < liminfx, =limsupx, =x.

n—+o n—>+ow n—>+o0

Pode parecer estranho tomar —o como definicdo de limite superior de uma

sequéncia limitada superiormente e sem valor de aderéncia. A razéo é que, nestas
condicbes, a sequéncia tende a — (veja Exercicio 8). Desta forma, o resultado do

pardgrafo anterior também ¢é vdlido para limites infinitos.
11
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Proposigéo 4.27. Existe subsequéncia (xnk) de (x, )nEN tal que

neN
lim x, =limsupx,.
k= oo n—>+00

Em particular, se limsup,_, .., € R, entdo este é o maior valor de aderéncia de

Cm

Demonstragdo. Seja 4 o conjunto dos valores de aderéncia de x,, .
Suponhamos inicialmente que (x, )nEN seja ilimitada superiormente e, portanto,

limsup x, =+
n—>+o

Neste caso, é imediato que (x,) . tem subsequéncia que tende a +oo.

Suponhamos, agora, que (x, )neN seja limitada superiormente e 4= . Portanto,

limsupx, =—oo.
n—»+ow

Se (xn)nEN for limitada inferiormente, entdo (x,) serd limitada e, pelo

neN

Teorema de Bolzano-Weierstrass, teremos A= . Logo, (xn)nEN é limitada
inferiormente e, portanto, tem subsequéncia tendendo a — .

Finalmente, suponhamos que (xn)n seja limitada superiormente a A#J.

eN
Como & observado antes, 4 é limitado superiormente e, portanto, seu supremo s é
finito. Vamos mostrar que s € 4. Aplicando sucessivamente o resultado do Exercicio 5
do Capitulo 3 obtemos:
Ja, € 4 tal que s>a; >s-1;
Ja, € 4 tal que s>a, >s-1/2;
Ja, € 4 tal que s>ay;>s5-1/3;

Como a; é valor de aderéncia de (x,) e s+1>a >s 1,existe n €N tal que

neN
s+1>x, >s—1. Também temos a,€4, logo, existe ny>m tal que

s+1/2>x, >s-1/2. Prosseguindo desta forma, construimos uma subsequéncia

(x,, ) convergente para s . Segue que s€ 4.
k JkeN

12
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01.

02.

03.
04.

05.

06.

07.

| 02
Exercicios
Seja (n;)

keN & N uma sequéncia crescente. Mostre que

a) se (nk)kEN é limitada superiormente, entdo ela é constante a partir de um

certo termo;
b) se (1), é estritamente crescente, entdo n, >k para todo k e N . Conclua

que (n; )keN ndo é limitada superiormente.
Seja (x,),

a) se|r,| >0, entdo x, >0; b) se x, >x,entdo |x,| > |x

.y Uma sequéncia. Mostre que:

’

Mostre que a reciproca do Exercicio (2.b) é falsa.

Sejam yeR e (x,) . uma sequéncia convergente para x € R.

[e]

Mostre que se y <x, entdo existe N €N tal que y <x, paratodo n>N .

)
) Mostre que se x <y, entdo existe NeN tal que x, <y paratodo n>2N .

o

0

Mostre que se x, 2y paratodo neN, entdo x> y.

(o

)
)  Mostre que se x, >y paratodo neN, entdo x<y.
)

D

Se y<ux,, paratodo neN, entdo podemos afirmar que y <x?

Sejam (x,,)nEN sequéncias convergentes para x e )y, respectivamente.

Suponhamos que x, <y, paratodo neN. Mostre que

a) x<y;

b) (Teorema do Sanduiche) se (z, )nEN étal que x,<z,<y, ese x=y, entdo
Z, X,

Sejom  (m),_,» (m),y SN  estitamente crescente e tais  que

(e ;keNyU{m ;keN}=N. Mostre que (x, )n converge para X se, e

eN

somente se, as subsequéncias (xnk )k v e (ka )k . convergem para X
€ €

Sejam (x,, )nEN e (y,, )nEN convergentes para x e y, respectivamente. Mostre que
O) Xy =Yy X7V,

b) se y#0,entdo x,/y, >x/y;

o x,; —x" qualquer que seja meN.

13
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08. Seja (x,),

aderéncia. Mostre que x, &> —o.

uma sequéncia limitada superiormente e que ndo tem valor de

09. Sejo (xn)neN a sequéncia definida indutivamente por x =0 e

Xy = \/ﬂ Vn e N. Mostre que:
a) (x,, )nEN é crescente;

b) x,<2 VneN;

o9 (x, )HEN é convergente.

Determine lim x, .
n—>+w

10. O objetivo deste exercicio & mostrar o seguinte resultado: paratodo meN e aeR
com m>2 e a>0, existe um Unico xR tal que x>0 e x" =a. Tal x é dito raiz
m - ésima de a e é denotado %¥a (ou simplesmente Ja no caso m=2). Para isto
considere a sequéncia (x,) . definida indutivamente por x =1

m

X, —a

Xy =X, —— VneN
m—1

mx,,

Mostre que:
a) a fungdo f:R—>R dada por f(x)=x" é estritamente crescente em

[0, +). Conclua a unicidade da raiz m - ésima de a ;

b) ¥ 2x"+mx" " (y-x) Vx, y20;
o x,>0 V,eN;

d x,=a VneN;

e) x,,<x,, VneN;

—+
e

(x, )nEN converge e o seu limite x verifica x>0 e x" =a.

Sugestdo: Em (10.b) use (10.a) e considere separadamente os casos X<y, x>y e
x=y . Use ainda a seguinte igualdade:

m __.m
Yy X :ym—1+ym
y—x

Em (10.c) proceda por inducéo. Em (10.d) use (10.b) e em (10.e) use (10.d).
Finalmente use a Proposicdo 4.15 em (10.1).

m—2 m—1

x4 .. +yx

14
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| 03
4.8 Séries.

Defini¢éo 4.28. Considere uma sequéncia (x, )HEN . Para cada neN definimos

n

S, :in =X +.+x,.
i=1

A sequéncia (S, )neN é dita das somas parciais da série an e x, €0 n-ésimo

termo ou fermo geral da série. Escrevemos

+0o0

an = lim §,
n—>+00
n=1
guando o limite acima existe e, neste caso, ele é dito limite da série. Dizemos que

an é convergente ou divergente se (Sn) ¢ convergente ou divergente,

neN
respectivamente. Finalmente, dizemos que an é absolutamente se a série Z|xn| é

convergente.

Exemplo 4.29. Considere a Série Geométrica de termo geral x, = A" Temos

S =l+r+ri+ . +r" 24!

Se r=1, entdo é imediato que S, =n. Segue que (Sn )nEN diverge, e portanto,

an diverge. Suponhamos 7 # 1. Multiplicando por S, por r obftemos

n—1 n

rS, =r+r2 7 "

-1

=l4r+r+r + 4" ]

=S, +r"—1.

Portanto, S, =(r” —1)/(r—1) . Assim, an converge se, e somente se, |r|<1 e,
neste caso,
St
~ L

A préxima proposicdo é uma versdo da Proposicdo 44.2 para séries.

Proposicdo 4.30. Sejam an e Zyn duas séries convergentes e c € R . Temos

que
15
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l. Z(x,, +y,) é convergente para an +Zyn ;
Il. Z(c-xn) é convergente para C'an .

Demonstrag@o. A demonstrac@o é trivial: basta aplicar a Proposicdo 4.22 para as

sequéncias das somas parciais de an e de Zyn .
Observamos que, em geral,

+00 +00 +0
Z(xn 'yn)izxn Zyn .
1 n=1 n=1

n=

Passamos ao estudo da natureza de séries, ie., estamos interessados em critérios
que determinem se uma série é convergente ou divergente.

Teorema 4.31.
[ an converge se, e somente se,

n
Ve>0, ANeN tal que n2m>=N= in <g.

i=m

. Se ZJcn converge, entdo x, = 0.

Demonstracdo.

() O critério dado diz simplesmente que a sequéncia das somas parciais é de
Cauchy. O resultado segue do Teorema 4.18.

() Segue de (l), tomando m=n .

(Il Observamos que para todo m, ne N temos

m m m
in < Z‘xl.‘ = Z‘xl.‘

i=n i=n i=n

Portanto, por (l), a convergéncia de Z|xn| implica a de an .

O item () do teorema anterior estd intimamente ligado ao fato de R ser
completo. Devemos ressaltar ainda que a sua reciproca ndo é verdadeira, ou seja,
existem séries que s@o convergentes mas ndo absolutamente convergentes. Veremos um

exemplo posteriormente.

16
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Exemplo 4.32. Pelo item (Il), a condicdo x, — 0 é necessdria para a convergéncia da
série Y x, porém ela ndo ¢ suficiente. A Série Harménica Y 1/n é o contra exemplo

mais famoso. De fato, temos

1
S2 =1+E,
Sy =S4 a4 =142,
374 4 2
SS :S4_|_l_|_l_|_l—|-l>1+2-l+i:1‘|‘3'l
6 8 2 8 2

Portanto, S,, >1+n/2. Dai, segue que lim S, =+o0. Concluimos que a série

n—+o

diverge.

Vamos tratar agora de alguns critérios de convergéncia para séries de termos
positivos. Claramente, todos os critérios aqui expostos podem ser adaptados para séries
de termos negativos. De fato, se an ¢ uma série de termos negativos, entdo

Z(—xn) é uma série de termos positivos e, além disto, a primeira converge se, e

somente se, a segunda converge.
Eventualmente, podemos usar também critérios sobre séries de termos positivos
para uma série an que tenha termos de sinais varidveis. Ora, se ao aplicarmos

algum destes critérios para a série Y |x,| concluirmos que ela é convergente, entéo,

7

como toda série absolutamente convergente é convergente, concluiremos que an

converge. Por outro lado, se o critério nada disser, ou mesmo se ele nos informar que
> |x,| é divergente, em geral, nada poderemos afirmar sobre a convergéncia da série

S
n

Observamos também o seguinte fato, {@ mencionado no caso de sequéncias. Os
primeiros termos de uma série nada influem na sua natureza. De fato, a série ) x,

converge se, e somente se, a série E X,.2006 converge. De maneira geral, fixado

peN a série an é convergente se, e somente se, a série Zx

nep € COnvergente.

Desta forma, todos os critérios que determinam a natureza de uma série através de
alguma propriedade verificada por todos os seus termos continuam vdlidos se a tal
propriedade é verificada & partir de algum termo (por exemplo, 2006). Por outro lado,

ndo podemos desprezar nenhum termo de uma série convergente quando estamos
interessados em determinar o valor do seu limite.

17
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7

Proposigdo 4.33. Uma série de termos positivos é convergente se, e somente se, a
sequéncia de suas somas parciais é limitada superiormente.

Demonstracdo.

Por definicdo, an é convergente se, e somente se, a sequéncia de suas somas

7

parciais (S,) . é convergente. Como x, 20, temos imediatamente que (S, )

neN neN

crescente. Logo, (Sn) é convergente se, e somente se, ela é limitada superiormente

neN
(ver proposicdes 4.14 e 4.15)

Teorema 4.34. (Critério da Comparagdo) Sejom (x,) . e (v,) , tais que

0<x,<y, paratodo neN.

l. Se Zyn converge, entdo an converge.
. Se an diverge, entdo Zyn diverge.

Demonstracdo.

n

Sejam (S”)neN e (T )HEN as sequéncias de somas parciais de an e Zyn ,
respectivamente. De x, <y, segue imediatamente que S, <7, para todo neN.
Assim, se (,)

¢ limitada superiormente, entdo (7,) . também é. Por outro lado,

neN

se (T, )nEN é limitada superiormente, entéo (S, )nGN também é. Concluimos gracas &

Proposicdo 4.33.

Exemplo 4.35. Vamos estudar a natureza da série Zl/n‘” segundo os valores de p.

E claro que se p <0, entdo ela diverge pois neste caso lim x, #0.

n—>+oo

Suponhamos 0< p<1. Temos 1/n<1/n” para todo neN. Portanto, por

comparacdo com a Série Harménica, concluimos que a série diverge.
Finalmente, consideremos os casos p >1. Mostraremos que a série converge. Seja

(S,, )HEN a sequéncia das somas parciais. Para todo 7 € N, temos:

18
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S,7=1+L+L+...+L
27 37 n?
1 1 1
Sl+—+—+ o +—+ .+
p P n? (2,,_1)17

2 4 2" G\
Sl —4— 4+ ———— = (2l ”)(l )
2P 47 (2”71)17 i=1
Como P>1 temos 27 <1 e, portanto, a Série Geométrica de razdo 2'77

converge. Segue que (S,) ¢ limitada superiormente e portanto ZI/np é

neN
convergente.

Teorema 4.36. (Teste da Razdo, ou de d’Alembert') Seja (x,) . uma sequéncia de
nUmeros estritamente positivos.

l. Se lim, . x,, /x,<1,entdo an é convergente.

. Se lim,_, ., x,, /x,>1,entdo an é divergente.

Demonstracdo.
() Tomemos reR tal que lim,_,,, x,.,/x, <r<1. O resultado do Exercicio

(4.a) garante que existe N €N tal que x,,,/x, <r paratodo n> N . Temos entdo
XNl <TXy
2 .
Xnpp STXyy ST Xy

3 .
Xy <FXypp <Xy

De maneira geral, x, <" "x, , para todo n> N . Tomando y, =+"Vx, (para
todo neN) temos que x,<y, para todo n>N. Como Zy,, é uma série

Geométrica de razdo (0, 1), ela é convergente. O resultado segue do Ciritério de
Comparacao.
(Il Usando o resultado do Exercicio (4.b) concluimos que existe N eN tal que
X,/ x, 21 para todo n>N . Portanto, x,,, 2x, paratodo n>N . Segue que a
sequéncia dos termos gerais da série é crescente a partir do N - ésimo termo e,

portanto, ndo converge para zero. Logo, a série é divergente.
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Exemplo 4.37. A série Zl/n! é convergente pois

1/(n+1)! !
i YOO L
n—+o 1/n! n—>+ao(n+1)! n—>+opn+1

Quando  lim X, /x,=1, o Teste de Razdo nada permite concluir (nem

n—+ow
convergéncia nem divergéncia).

Existem vdrias versées do Teste da Razdo. A versdo vista aqui ndo é a mais geral
delas. Por exemplo, podemos substituir o simbolo de limite em (I) pelo simbolo de limite
superior. A conclusdo de (Il) também & valida se substituirmos o simbolo de limite pelo
de limite inferior.

Exemplo 4.38. Vejamos exemplos para os quais o Teste da Razdo néo é conclusivo.
. s . 2 ;. . . , .
Considere as séries Zl/n e ZI/n . Ja vimos que a primeira é divergente enquanto

que a segunda é convergente. Porém, para ambas temos que lim,, ,, ., x,,, /x,_; . De
fato,
2
1/(n+1 1/(n+1 2
lim Y(nt1) lim ——=1 e lim Y(ntl)” lim ————1.
n—>+o 1/n n—+opn+1 n—+o 1/1’12 ”**“’(n+l)2

Teorema 4.39. (Teste da Raiz, ou de Cauchy) Seja (x, )n uma sequéncia de nUmeros

eN
positivos.

l. Se lim,_,,  %x, <1, entdo an é convergente.
. Se lim,_,,.%x, >1, ento an é divergente.

Demonstracdo.
()  Seja reR tal que limn%+wq/g<r<l. Do resultado do Exercicio (4.a)

obtemos que existe NeN tal que {/x, <r, ou seja, x, <r" para todo n>N. O

resultado segue por comparacdo com a Série Geométrica Zr” )

() Andlogo ao item anterior.

Quando  lim,_,,, %/x, =1, o Teste da Raiz nada permite concluir (nem

convergéncia nem divergéncia).

Também existem outras versdes do Teste da Raiz. A versdo aqui apresentada néo é
a mais geral delas. Por exemplo, podemos substituir o simbolo de limite em (I) pelo
simbolo de limite superior. A conclusdo de (ll) também é vdlida se substituirmos o
simbolo de limite pelo limite inferior.
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4.9 A série dos inversos dos primos.

Terminamos o capftulo com um inferessante resultado sobre a série dos inversos
dos primos. O primeiro a demonstrd-lo foi Euler' [7]. A demonstracdo que

apresentaremos aqui é mais uma das preciosidades de Erdés® [6]. O argumento é do

tipo combinatério. Antes de apresentd-lo facamos uma definicéo.

Definigéio 4.40. A funcéo Parte Inteira é definida, para todo x € R, por
|x|]-n se neZ e n<x<n+l.

Exemplo 4.41. Temos |1|=1, [1.4]=1¢e |[-1.5|=-2.

Proposicéio 4.42. Seja (pn)nGN a sequéncia estritamente crescentes dos nuUmeros

primos (p; =2, p, =3, p; =5, ...). A série ZI/pn diverge.

Demonstracdo.

Suponhamos por absurdo que Zl/pn converge. Portanto existe N e N tal que:

i 11

— <.

n=Np” 2

Seja M =2*V . Temos que M =#A+#B, sendo

A= {m e{l,..., M}; m émoltiplo de algum dos primos py, Py, .-} s

B= {m e{l,.., M}; m ndo é mltiplo de algum dos primos py, py.is--}

Vamos mostrar que #4<M /2 e #B <M /2 chegando assim a uma contradicéo.

O numero de moltiplos do primo p que sGo menores que M é | M / p|. Segue que

#as ZM S MM
awl Pl N Pn 2

Também é facil ver que todo me B pode ser escrito como m=a-b> sendo a um
produto de primos distintos, todos menores que py, e b* um produto de quadrados
de primos, também menores que P, . Existem exatamente 2V nomeros nas
condicdes de a. Temos ainda que b> <m<M e portanto b<~/M =2" . Segue que
existem, no mdximo, 2N nimeros nas condicdes de b. Portanto
#B <2V N =22V oy
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Exercicios

01. Determine se é convergente ou divergente cada uma das séries abaixo.
n .

n+2
b) Z:n(n+1) '

a)

02. Seja an uma série convergente de termos positivos. Mostre que

a) Z(xﬁ) é convergente;

b) se liminf, ., >0, entdo Z:(x,7 /y,) é convergente.

03. Use o resultado do Exercicio 2 do Capitulo 2 para mostrar que a série harménica
diverge.

04. Mostre que se an é absolutamente convergente e (y,) . € limitada, entdo

Z(xn -y, ) é absolutamente convergente.

05. Mostre que Z(senn/nz) é convergente. Vocé consegue generalizar este

resultado para séries do tipo Z(f(n)/nz), sob que hipétese sobre /R —>R?

06. Sejam (x, )nEN e (¥, )nEN duas sequéncias positivas tais que
lim % =ceR/{0}.
no+o y

Mostre que Zx,, converge se, e somente se, Zyn converge.
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7

07. O obijetivo deste exercicio é mostrar o Critério de Leibniz' que diz: se (x,)  é
uma sequéncia decrescente de nimeros positivos convergente para 0, entdo a

£ 1 / . a . .
série Z(—l)’H x, & convergente. Considere a sequéncia de somas parciais
. !
(8,),.y da série Z(—l)’H x, . Mostre que
a) (S, )nEN é limitada;

b) (S2n—1)neN e (S2,,)nEN sGo mondtonas. Conclua que estas sequéncias sdo

convergentes para o mesmo limite s ;
n+l ,
c Z(—l) x, é convergente.

08. Use o critério de Leibniz para dar um exemplo de uma série que é convergente
mas ndo é absolutamente convergente.

09. Determine, segundo o valor do parGmetro a >0, a natureza da série:

oy |
Z“(211)! '

23
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