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HO1
Progressdes

Progressdes Aritméticas
S&o comuns, na vida real, grandezas que sofrem variacdes iguais em intervalos de
tempo iguais.

Exemplo 1.  Uma fdbrica de automéveis produziu veiculos em janeiro e aumenta
mensalmente sua producdo de 30 veiculos. Quantos veiculos produziu em junho?

Solug@o. Os  valores da produgdo mensal, a parir de janeiro, sdo
400,430,460,490,520,550,... Em junho, a fabrica produziu 550 veiculos.

Poderiamos ter evitado escrever a producdo més a més, raciocinando do modo a
seguir. Se a producdo aumenta de 30 veiculos por més, em 5 meses ela aumenta de
5x30=150 veiculos. Em junho, a fébrica produziu 400+150 =550 veiculos.

O

Progressdes aritméticas sdo seqiiéncias nas quais o aumento de cada termo para o

seguinte é sempre o mesmo.

A sequéncia (400,430,460,490,520,550,...) é um exemplo de uma progressdo

aritmética. O aumento constante de cada termo para o seguinte é chamado de razéo
de progressdo. A razéo dessa progresséo é igual a 30 .

Portanto, uma progressdo aritmética é uma seqiéncia na qual a diferenca entre
cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante e chamada de
razéo da progresséo e representada pela letra 7.

O

Exemplo 2. As seqiéncias (5,8,11,...) e (7,5,3,1,...) sGo progressées400 aritméticas

cujas razoes valem respectivamente 3 e —2. O

Em uma progressdo aritmética (al,az,a3,...) , para avancar um fermo basta somar

a razdo; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razéo, e assim por diante.
Assim, por exemplo, a, =a;+8r, pois, ao passar de a; para a,, avancamos 8

termos; a,, =a,+5r, pois avangamos 5 termos ao passar de a, para a,;
a, =a,, —13r, pois retrocedemos 13 termos ao passar de @, para a, e, de modo

geral a, =a,+(n—1)r, pois, ao passar de a, para a,, avangamos n—1 termos.

Exemplo 3.  Em uma progressdo aritmética, o quinto termo vale 30 e o vigésimo
termo vale 50 . Quanto vale o oitavo termo dessa progress@o?
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Solug@o. a,, =a, +15r, pois ao passar do quinto tfermo para o vigésimo, avancamos
4 4

15 termos. Logo, 50=30+15r e » 25. Analogamente, g, = a; +3r=30+3-§:34.

O oitavo termo vale 34 . O

Exemplo 4. Qual é a razdo da progressdo aritmética que se obtém inserindo 10
termos entre os nimeros 3 e 2572

Soluggo. Termos a, =3 e a,=25. Como a, =q +11r, termos 25=3+11r. Dai,
r=2.

Exemplo 5. O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua Gltima passagem
por aqui foi em 1986 . Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de Cristo?
Em que ano foi sua primeira passagem na era crista?

Solucdo. Os anos de passagem do cometa foram 1986, 1910, 1834,... e formam uma
progressdo aritmética de razdo —-76. O termo de ordem n dessa progressdo é
a,=a,+(n+1)r, isto &, a,=1986—76(n—1)=2062—76n. Temos a,>0 quando
2062 - ~ _
n<7:27,13....Porronfo, os fermos positivos dessa progressdo sdo os 27
primeiros, d,,a,,d;,...,d,; . Logo, ele nos visitou 27 vezes na era cristd e sua primeira

passagem na era crista foi no ano a,, =2062-76x27=10.

Poderfamos também ter resolvido o problema aproveitando o fato de termos dessa
progressdo serem inteiros.

Em uma progressGo aritmética de termos inteiros e razdo ndo-nula, todos os
termos ddo o mesmo resto quando divididos pelo médulo da razdo. Como 1986
dividido por 76 da resto 10, todos os anos em que o cometa por aqui passou ddo
resto 10 quando divididos por 76. A primeira visita ocorreu entre os anos 1 e 76,
inclusive.entre esses anos, o Unico que dividido por 76 dé& resto 10 é o ano 10 . Para

descobrir a ordem desse termo, usamos a, =gq, +(n—1)r, isto &, 10 = l986—76(n—1) )
2052
76

Dai, n 27. |

Muitas vezes é conveniente enumerar os termos de uma progressdo aritmética a
partir de zero, conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 6. O preco de um carro novo é de R$15000,00 e diminui de R$1000,00 a

cada ano de uso. Qual serd o preco com 4 anos de uso?
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Solug@o. Chamando o preco com n anos de uso de a,, temos a,=15000 e

queremos calcular a,. Como a desvalorizagdo anual é constante, (a,) é uma

progressdo aritmética. Logo, . o preco serd de R$11000,00 . O

Exemplo 7. Os lados de um triéngulo retdngulo formam uma progresséo aritmética
crescente. Mostre que a razdo dessa progressdo e igual ao raio do circulo inscrito.

Solucdo. Chamemos os lados do triéingulos de x—7,x,x+7. Esse é um bom truque

para facilitar as contas; ao representar um progresséo aritmética com um nimero
impar de termos, comecar pelo termo central.

Como a progressdo é crescente, a hipotenusa é o ultimo termo Pelo Teorema de
o 2 2 ] - . )
Pitdgoras, (x+r) =(x—r) +x>. Dai, x*=4rx e, j6 que x#0 pois x é um dos

catetos, x=4r. Os lados sdo entdo 3r, 4r e 5r. O perimetro é

3r-4r
2p=3r+45+5r=12 e a drea é S= =6r". O raio do circulo inscrito é
2
sS_o" _ O
p or

Exemplo 8. Determine 4 nUmeros em progressdo aritmética crescente, conhecendo
sua soma 8 e a soma de seus quadrados 36 .

Solugdo. Um bom truque, para representar progressdes aritméticas com um nimero
par de termos, é chamar os dois termos centrais de x—y e x+y. Isso faz com que a

razéo sejo (x+y)—(x—y)=2y.
A progress@o entdo serd x-3y, Xx—y, x+y, x+3y.

Temos
(x=3y)+(x—y)+(x+y)+(x+3y)=8
(x—3y)2 +(x—y)2 +(x-i—y)2 +(x+3y)2

4x=8

{4x2+20y2 =36

x=2
y=%1
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Como a progress@o é crescente, y>0.logo, x=2¢e y=1.
Os nimeros séo —1,1,3,5 .

Exemplo 9. Em uma progressdo aritmética, o termo geral é dado por um polindmio
em n, a,=a+(n—-1)r=r-n+(a,—r). Se r#0, ou seja, se a progressdo n&o for
estaciondria (constante), esse polinbmio é de grau 1. Se r=0, isto &, se a progressdo
for estaciondria, esse polinémio é de grau menor que 1.

Por esse motivo, as progressdes aritméticas de razdo r#0 sdo chamadas de
progressdes aritméticas de primeira ordem.

Reciprocamente, se em uma seqiiéncia o termo de ordem n for dado por um
polindmio em n, de grau menor que ou igual a 1, ela serd um progressdo aritmética.

Com efeito, se x, =an+b, (x,) é a progressdo aritmética na qual a=r e b=a,-r,

ouseja, r=a e a =a+b. a

Exemplo 10. Como em uma progresséo aritmética a, = a, +nr, a funcdo que associa
a cada natural n o valor de a, é simplesmente a restricdo aos naturais da fungéo afim
a(x):a(O)—i-r:x.

Portanto, pensando em uma progressdo aritmética como uma funcdo que associa
a cada nmero natural n o valor a,, o gréfico dessa funcgo é formado por uma
seqUéncia de pontos colineares no plano.

Em outras palavras, (an) € uma progressdo aritmética se e somente se os pontos

do plano que tém coordenadas (1,4,),(2,4,),(3,4;) , efc... estdo em linha reta.

Y

Figura 1.1 O
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Quando o grande matemdtico alemao Carl F. Gauss (1777 — 1855) tinha sete
anos de idade, seu professor lhe pediu que calculasse a soma dos inteiros de 1 até
100 . O professor ficou surpreso quando, depois de poucos minutos, o pequeno Gauss
anunciou que o valor da soma era 5050. A resposta estava correta e, curioso, o

professor lhe perguntou como conseguira fazer o cdlculo tdo rapidamente. Gauss
explicou-lhe que somaria primeiramente 1+100,2+99,3+98, ... . Assim obtivera 50

somas iguais a 101 e a resposta era 50x101=5050 .

Baseado nessa idéia, podemos calcular a soma dos n primeiros termos de uma
progress@o aritmética qualquer.

Férmula da soma dos #n primeiros termos de uma progressdo aritmética

A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética

(a,,a,,a5,...)

g - (a,+a,)n
n 2 :

Prova. Temos S, =a,+a,+a,+-+a, +a, e, escrevendo a soma de trds para a
frente, S, =a,+a, ,+a, ,+-+a,+a,.
Dai,
28, =(a,+a,)+(a,+a, ) +(a,+a, )+ (a,, +a,)+(a, +a)

Observe que, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela
aumenta de r e a segunda parcela diminui de 7, o que nao altera a soma. Portanto,

todos os parénteses sdo iguais ao primeiro, (a1 +an). Como sdo n parénteses, temos:
(a1 +a,,)n
2

2Sn(a1+an)«n es, = O

Exemplo 11. Qual é o valor da soma dos 20 primeiros termos da progressdo
aritmética 2,6,10,... ¢

Solugdo. a,, =a, +19r =2+19x4="78

2+78)20
S, %:800. O

Exemplo 12. A soma dos n primeiros nUmeros infeiros e positivos é
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ik:1+2+~--+n:M.

k=1

Observe que S, é um polindmio do segundo grau em n, sem termo independente.
O

Exemplo 13. A soma dos n primeiros nGmeros impares é

1+2n-1
1+3+5+---+(2n—l)=—( * Z L

Observe que S, é um polindmio do segundo grau em n, sem termo independente.

Exemplo 14. A soma dos n primeiros termos de uma progresséo aritmética é
5 - (a,+a,)n _ [al +q +(n—1)r]n _r (al _ﬁjn .
2 2 2

Observe que, se »#0,S, e um polindmio do segundo grau em n, desprovido de
termo independente. Se =0, S, é um polindémio de grau menor que 2, sem fermo

independente.
Reciprocamente todo polindmio do segundo grau em n, desprovido de termo
independente, ¢ o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progresséo

aritmética. Com efeito P(n)=an’+bn ¢é a soma dos n primeiros fermos da

- e e r r .
progressdo aritmética na qual —=a e a,——=>b,ouseja, r=2a e a,=a+b .
2 2

O
Define-se para seqiiéncias o operador A, chamado de operador diferenca por
Aa, =a a,, entre cada termo e o termo anterior, formam uma progresséo

n n+l1 n

aritmética ndo-estaciondria.

Exemplo 15. A seqiéncia (a,)=(1,3,6,10,15,21,...) é uma progresséo aritmética de
segunda ordem porque a seqiencia das diferencas entre cada termo e o termo
anterior, (bn)=(Aan)=(an+l—an)=(2,3,4,5,6,...) é uma progressdo aritmética ndo-
estaciondria. O

De modo geral, uma progressdo aritmética de ordem k(k>2) é uma seqiéncia

na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior formam uma progresséo
aritmética de ordem k—1.

6
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Exemplo 16. A tabela abaixo mostra uma seqiéncia (a, ) =(n3 —n) e suas diferencas

(Aa,).(A’a,)=(AAq,).(Aa,)=(AAa,) efc...

n a, Aa, Aa, Aa,
0 0 0 6 6

1 0 6 12 6
2 6 18 18 6
3 24 36 24 6
4 60 60 60 O
5 120 90 w

6 210 o

7 o

2 7 ~ . sy
Se (A3an) , como parece, for constante, (A an) serd uma progressdo aritmética,

(Aan) serd uma progressdo aritmética de segunda ordem e (an) serd uma progressdo

aritmética de terceira ordem. Isso é verdade pois

3
a,=n —n,

Aa,=a, —a, :(n+1)3—(n+1)—[n3—n]:3n2+3n,

n n+l
Na,=3(n+1) +3(n+1)—[3n’ +3n|=6n+6,
A'a,=6(n+1)+6—[6n+6]=6

e A'a, realmente é constante.

Observe que, nesse quadro, a soma de dois elementos lado a lado é igual ao
elemento que estd abaixo do primeiro desses elementos. Isso nos permite calcular os
elementos que estdo assinalados por U . Da direita para a esquerda, eles séo iguais a
6,30+6=36,90+36=126 e 210+126 =336 . Portanto, a, =336 e este foi o processo

mais exético que vocé jé viu para calcular @, =7° -7.

Exemplo 17. Toda seqiéncia na qual o termo de ordem n é um polindmio em n, do
segundo grau, é uma progressdo aritmética de segunda ordem e, reciprocamente, se
(a,) é uma progressdo aritmética de segunda ordem entéo (a,) é um polinémio do
segundo grau em 7.

Como efeito, se a, = an* +bn+c, com a#0,temos
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Aa,=a, —a, =a(n+1) +b(n-|—1)+c—(an2 +bn+c)
=2an+(a+b),|
que é do primeiro grau em 1. De acordo com o exemplo 9, (Aa,) é uma progresséo
aritmética ndo — estacionaria.

Por outro lado, se (an) ¢ uma progressdo aritmética de segunda ordem,
b,=Aa,=a,, —a, & uma progressdo aritmética com razdo diferente de zero e
b+b,+by+-+b,_,+b,_ =(a,—a)+
(a,—a,)+(a,—ay)+---+(a,—a, )+(a,, —a,)=a,, —a & um polinémio do segundo
grau em n. Em conseqiéncia, a, também é um polinémio do segundo grau em n.

O

Exemplo 18. A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros inteiros e positivos é

P42 40’ =Dk

e pode ser calculado do modo a seguir'

Z k+1) Zk3+32k2+32k+21.
k=1

Os dois primeiros somatérios 1&m vdrias parcelas comuns, pois
n
3 3
D(k+1) =243+ 40’ +(n+1)
k=1
e

n
YK =P +2+3 +-an’
k=1
Simplificando as parcelas comuns aos dois membros, obfemos

n+1 +3 k2+3 k+ 1
k=1

Como
n n(n+1)
Dk=1+2+4n="—=
k=1

e

I=1+1+---+1=n,
k=1
temos
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(n+1)’ +3Zk2 "+1) n..

Dai
n

e - 2% +30° +n _n(n+1)(2n+1)
k=1 6 6 ’

Observe que 1> +2% +---+n* = k? é um polindmio do terceiro grau em n.
q p g
k=1

Exemplo 19. Sabendo que

P42’ 4tn’ =Dk
k=1
é um polindmio do terceiro grau em n, poderfamos ter determinado o valor de
p(n)=12+22+32+---n2 pondo p(n)zan3+bn2+cn+d. Temos p(1)=12,
p(2)=1+2", p(3)=1"+2"+3" e p(4)=1"+2°+3"+4’. Obtemos o sistema de
equacoes

a+b+c+d=1
8a+4b+2c+d =5
27a+9b+3c+d =14
64a+16b+4c+d =30

1
Resolvendo, encontramos a= b= 5 c= 5
1 1 1 n(n+1)(2+1
P+2°+3 +tn’=—n’+=n"+—n =w.
3 6 6
Os teoremas a seguir generalizam os Gltimos exemplos.

w|»—

n
Teorema 1. 17 +27 +3” +---4+n” = >k’ e um polinémio de grau p+1 em n.
k=1

Prova. Vamos proceder por inducéo sobre p. Para p=1, o teorema 4 foi provado
no exemplo 12.
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Suponhamos agora que Dk’ seja um polinémio de grau p+1 em 7, para todo
k=1
pe{l,2,...s} . Mostraremos que essa afirmagdo é verdadeira para p=s+1, isto &,

n
mostraremos que Zk“'“ é um polindmio de grau s+2 em n.
k=1

Observe que (k+1)"" =k +(s+2)k"" +..., onde os fermos que ndo foram escritos

explicitamente formam um polinédmio de graus s em k. Temos entéo,

n n

3 (k1) =3 +(s+2)gk”l +F(n),

k=1 k=1
onde F(n) é um polinémio de grau s+1 em n, pela hipdtese da indugdo.

Simplificando o termos comuns aos dois primeiros somatérios, obtemos

(n+1)" =1+ (s +2) Yk + F(n).

k=1

Dai,
o ()T F ()
p s+2 '
gue é um polinébmio de grau s+2 em n, c.q.d. O

Corolério.  Se F & um polinémio de grau p entdo Y F(k) é um polinémio
k=1
degrau p+1 em n.

Exemplo 20. Vamos calcular S, =Zk(k+2). Pelo coroldrio, sabemos que o
k=1

valor dessa soma é um polinbmio de terceiro grau em n. Entdo
S =an’ +bn’ +cn+d . Atribuindo a n os valores 1, 2, 3 e 4 obtemos as equacées
a+b+c+d=3
8a+4b+2c+d =11
27a+9b+3c+d =26
64a+16b+4c+d =50

Lp=3 =T a=0.Enso
3727 6

3 2 +1)(2n+7
S,1=ln3+§n2+zn=2n +9n +7n=n(}’l )(I’l)
37 2 6 6 6 O

Teorema 2. (a,) é uma progresséo aritmética de ordem p(p>2), se e somente se

Resolvendo, encontramos a =

a, é um polinémio de grau p em n.

10
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Prova. Vamos proceder por inducdo sobre p. Para p=2 o teorema foi
provado no exemplo 17.

Suponhamos agora que o feorema seja verdadeiro para todo pe{2,3,...s}.
Mostraremos que essa afirmacdo é verdadeira para p=s+1. Se (a,) é uma
progressdo aritmética de ordem s+1, b, =Aa, =a, , —a, é uma progressdo aritmética

de ordem s e, pela hipétese da inducdo, b, é um polinémio de grau s em n. Entéo,
n

D> b =a,, —a, &, pelo coroldrio do teorema 1, um polinémio de grau s+1 em n.
k=1

Daf, a,,, e, em conseqiéncia, a, s@o polindémios de grau s+1 em n.

n+

Se a, é um polinémio de grau s+1 em n, Aa, é um polindmio de grau s em
n, conforme vocé facilmente verificard. Pela hipétese da inducéo, (Aan) é uma
progressGo aritmética de ordem s, ou seja, (an) ¢ uma progressdo aritmética de

ordem s+1. O
O exemplo a seguir é conhecido como teorema fundamental da somacéo e
fornece uma técnica bastante eficiente para o célculo de somas.

Exemplo 21. Mostre que Y Ag, =a,, —a, .
k=1

Solucdo.

ZAak =Aa, +Aa, +Aa; +---+Aa

k=1

(an _anfl)-‘r(anﬂ _an ) = anH _al . D

+Aa, =(a,—a))+(a,—a,)+(a, +a,)++

n-1

Exemplo 22. Calcule ik(kJrl).

k=1

Solugdo. Determinamos a, tal que Aa, =k(k+1)=k>+k, isto é, determinaremos
a, =A" (K +k).
Como (Aa,) é uma progressdo aritmética de segunda ordem, (a,) é uma
progressdo aritmética de terceira ordem. Logo, a, é um polindmio do terceiro grau. Se
a, =ak’ +bk* +ck+d,
Aa, =a,, —a,
=a(k+1) +b(k+1) +c(k+1)+d [ ak® + bk’ +ck+d |
=3ak’ +(3a+2b)k+(a+b+c)=k>+k.

11
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Devemos ter 3a=13a+2b=1La+b+c=0. Dai, az%, b=0, c:—§ e dé
o 1,5, 1
arbitrdrio. Logo, a, :Ek‘ —§k+d.

n

Z k+1 ZAak: n+l_a]
=1
:(n+l)‘—(n+1)+d_d:n(n+1)(n+2)' 0
3
Exercicios

Proceda como ndo soubesse que hd sugestées no final dos enunciados e resposta no
fim do livro.

01. Formam-se n tridngulos com palitos, conforme a figura.

S RAVIFATA

Figura 1.2

Qual o nimero de palitos usados para construir n triGngulos?

02. Os angulos internos de um pentdgono convexo estdo em progressdo aritmética.
Determine o éngulo mediano.

03. Se 3—-x,—x,/9—x,.. é uma progressdo aritmética, determine x e calcule o

quinto termo.

04. Calcule a soma dos termos da progressdo aritmética 2,5,8,11,... desde o 25° até

o 41° termo, inclusive.

05. Calcule a soma de todos os inteiros que divididos por 11 d&o resto 7 e estéo
compreendidos entre 200 e 400 .

12
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06.

07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

Quantos sdo os inteiros, compreendidos entre 100 e 500, que n&o sdo divisiveis
nem por 2, nem por 3 e nem por 52 Quanto vale a soma desses inteiros 2

Quanto valo o produto (“)(G‘I)(aqz)(af)...(aq”‘l)2

Determine o maior valor que pode ter a razdo de uma progresséo aritmética que
admita os nimeros 32, 227 e 942 como termos da progressdo.

De quantos modos o nimero 100 pode ser representado como uma soma de dois
ou mais inteiros consecutivos¢ E como soma de dois ou mais naturais
consecutivos?

Um quadrado mégico de ordem n é uma matriz nxn, cujos elementos séo os
. . 2 . .
inteiros 1,2,...,n°, sem repetir nenhum, tal que todas as linhas e todas as colunas

tém a mesma soma. O valor dessa soma é chamado de constante mdgica. Por
exemplo, os quadrados

17 24 1 8 15
1 59 8 1 6 23 5 7 14 16
8 3 4|, |3 5 7] e |4 6 13 20 22
6 7 2 9 4 2 10 12 19 21 3

11 18 25 2 9

sdo mdgicos, com constantes mdgicas respectivamente iguais a 15, 15 e 65.
Aliés, os dois Ultimos s@o hipermdgicos, pois as linhas, colunas e também as
diagonais tém a mesma soma. Calcule a constante mdgica de um quadrado
mdgico de ordem n.

Os inteiros de 1 a 1000 séo escritos ordenadamente em torno de um circulo.
Partindo de 1, riscamos 1,16,31,... O processo continua até se atingir um nimero

i@ previamente riscado. Quantos nimeros sobram sem riscos?

Podem os nimeros ~2, V3 e /5 pertencer a uma mesma progressGo
aritmética?

Suprimindo um dos elementos do conjunto {1,2,...,n}, a média aritmética dos

elementos restantes é 16,1. Determine o valor de n e qual foi o elemento
suprimido.

13



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

01.

02.

14
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Um bem, cujo valor hoje é de R$8000,00, desvaloriza-se de tal forma que seu
valor daqui a 4 anos serd de R$2000,00. Supondo constante a desvalorizagéo

anua, qual serd o valor do bem daqui a 3 anos?

Um bem, cujo valor hoje é de R$8000,00, desvaloriza-se de tal forma que seu
valor daqui a 4 anos serd de R$2000,00. Supondo que o valor do bem cai

segundo uma linha reta, determine o valor do bem daqui a 3 anos?

Calcule a soma de todas as fracées irredutiveis, da forma 7%, que pertencam ao

intervalo [4,7] .

Qual a maior poténcia de 7 que divide 1000!2
Em quantos zeros termina o nimero resultante do célculo de 1000!2

Calcule o valor das somas dos # primeiros termos das seqiéncias:
a 1,203,
b) 1.4,3.7,5-10,7-13,...

Representando por LxJ a parte inteira do real x, isto é, o maior nimero inteiro
que é menor que ou igual a x e por {x} o inteiro mais préximo do real x,
determine:

a) L\/IJJFHEJJFL\EJJ“{MJ
b) |32 [z ]| 35 J+ |

1
+ + et

[ )
d) {ﬁ}+{ﬁ}+{ﬁ}++{M}

—_—
—_—

|-
=
=

Sugestdes aos Exercicios

O aumento de um triGngulo causa o aumento de 2 palitos. O nimero de palitos
constitui uma progressdo aritmética de razéo 2.

A soma dos é&ngulos internos de um pentdgono convexo é 540°.
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03.

04.

—x—(3-x)=v9-x—(—x).

Do inteiro a (inclusive) ao inteiro b (inclusive), héd b—a+1 inteiros.

06a.Faca um diagrama para os conjuntos X ={xeZ:100<x<500}, A={xe X:x e

08.

09.

10.

11.

12.

13.

15.

divisivel por 2}, B={xe X :x e divisivel por 3} e C={xe X:x é divisivel por
5}. Queremos determinar o nUmero de elementos do complementar de

AUBUC em relagéo ao universo X .
Se para passar do 32 para o 227 e para o 942 avancamos respectivamente p e
q termos, temos 227 =32+ pr e 942=32+gqr . Ddi, £=;9T(5). Como p e ¢ sdo
q
inteiros positivos, & fécil descobrir todos os valores possiveis para p e ¢; basta
195
descobrir todas as fracées que sdo iguais a — .

(2a+n+1)n

Se 100=(a+1)+(a+2)+---+(a+n), com n>1,100= Dai se

conclui que (2a+n+1)n=200 e tanto n quanto 2a+n+1 devem ser divisores de

200 . Para evitar muitas contas, note também que sempre um dos nimeros n e
2a+n+1 é impar.

Calcule a soma de todos os elementos da matriz.

Uma solugéo muito bonita pode ser obtida pensando nos pontos riscados com
vértices de um poligono. Uma solucdo “normal” pode ser obtida observando que
o Ultimo nUmero riscado na primeira volta é 991, o primeiro riscado na segunda
volta é 6, etfc...

Proceda como no problema 8.

1+24-+(n-1
#SMJSW—H
n—1 n—1

Esse problema ¢ igual ao anterior.
15
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16. Faca a soma de todas as fracdes subtraia a soma das redutiveis, que sdo as que
tem numeradores multiplos de 2 ou 3. Um diagrama de conjuntos ajuda.

17. Vocé substituir
1000!=1x2x3x4x5x%x---x1000

por 7x14x21x:--x994 =7"(1x2x3x---x142)..

18. Vocé deve determinar a maior poténcia de 10 que divide 1000! Para isso basta
determinar a maior poténcia de 5 que divide 1000!

19a.Parta de (k+1)4 =k* + 4k’ + 6k + 4kl e proceda como no exemplo 18.

19b. 3 (2k-1)(3k-1) = (6K —k-1).

k=

20. |x|=k,k>0, se e somente se k£x<k+1~Lx/;J:k,k20, se e somente se
k> <x<k®+2k+1. H& portanto 2k+1 infeiros positivos x para os quais

[\/;J =k . A soma pedida é §(2k+l)k :
k=1

1 1
20c.se x inteiro positivo, {\/;}:k, k>0, se e somente se k—5<\/;<k+5, ou

seja, kz—k+%<x<k2+k+%, ou ainda, K*—k+1<x<k’>+k.Hd 2k inteiros

positivos x tais que {\/;} =k.

16
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H 02
Exercicios

Proceda como nédo soubesse que hd sugestées no final dos enunciados e resposta no
fim do livro.

01. Prove que a soma de todos os inteiros positivos de n digitos, n>2, é igual ao
nimero 49499...95500...0, no qual hd n-3 digitos sublinhados que séo iguais a 9
e n—2 digitos sublinhados que sé@o iguais a 0.

02. Determine o primeiro termo e a razdo da progressdo aritmética na qual a soma
dos n primeiros termos é, para todo n:

a) S, =2n"+n
b) S, =n"+n+l.

03. Determine no quadro a seguir:
a) O primeiro elemento da 31 Jinha.
b) A soma dos elementos da 31 Jinha.

1

3 5

7 9 11
13 15 17 19

21 23 25 27 27

04. Considere um jogo entre duas pessoas com as seguintes regras:
i) Na primeira jogada, o primeiro jogador escolhe um nimero no conjunto

A={1,2,3,4,5,6,7} e diz esse nUmero.

ii)  As pessoas joga alternadamente.

i) Cada pessoa ao jogar escolhe um elemento de 4, soma-o ao nimero dito
pela pessoa anterior e diz a soma.

iv)  Ganha quem disse 63.

Qual dos jogadores tem uma estratégia vencedora e qual é essa estratégia?

05. Refaga o exercicio anterior para o caso do vencedor ser quem disse 64 .

06. Refaga o exercicio 24) para o conjunto {3,4,5, 6}.

17



07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

18

Matemética

Mostre que no exercicio 24), se o conjunto fosse A={3,5,6,7}, o segundo

jogador tem uma estratégia que impede o primeiro jogador de ganhar.

Na primeira fase do campeonato brasileiro de futebol, que é disputado por 24
clubes, quaisquer dois times jogam entre si uma Unica vez. Quantos jogos ha?

Uma bolina de papel tem raio infeiro 5cm, raio externo 10cm e a espessura do
papel é 0,01cm . Qual é o comprimento da bobina desenrolada?

Dividem-se os nUmeros naturais em blocos do modo seguinte:
(1),(2.3)(4,5,6)(7,8,9)(11.12.13.15)... Em seguida suprimem-se os blocos que

contém um nUmero por de elementos, formando-se o quadro:
1

4 5 6
11 12 13 14 15

Determine:

a) o primeiro elemento da linha k.

) o elemento central da linha % .

) a soma dos elementos da linha k.

) @ soma dos elementos das &k primeiras linhas.

o T

o

Qual é o nimero mdximo de regides em que n retas podem dividir o plano?

Prove: se a, ¢ um polinémio de grau p entdo Aa, é um polinémio de grau
p-1.

Prove o coroldrio do teorema 1.

Quantos sdo os termos comuns ds progressdes aritméticas (2,5,8,11,...,332) e

(7,12,17,22,..,157) 2

Hé& dois tipos de anos bissextos: os que sdo miltiplos de 4 mas ndo de 100 e os
que s@o multiplos de 400 .
a) Quantos s@o os anos bissextos entre 1997 e 24012

b) Se 1° de janeiro de 1997 foi quarta feira, que dia serd 1° de janeiro de
2500 2
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

c¢) Qual o primeiro ano, a partir de 1997, no qual o 1° de janeiro serd fambém
quarta feira?
d) Escolhido um ano ao acaso, qual a probabilidade dele ser bissexto?

Benjamim comecou a colecionar calenddrios em 1979 . Hoje, sua colecé@o g tem

algumas duplicatas — por exemplo, o calenddrio de 1985 ¢é igual ao de 1991 -

mas ainda n&o esta completa.

a) Em que ano Benjamim completard sua colecdo?

b) Quando a colegdo estiver completa, quantos calenddrios diferentes nela
haverd?

A razéo entre as somas dos n primeiros termos de duas progressdes aritméticas é
2n+3
4n—1
n?

, para todo valor de n. Quanto vale a razéo entre seus termos de ordem

O nomeros triangular 7, é definido como a soma dos n primeiros termos da
progress@o aritmética 1,2,3,4,... . O nimero quadrangular Q, é definido como a
soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética 1,3,5,7,.... Analogamente

sdo definidos nimeros pentagonais, hexagonais, etc. A figura abaixo justifica essa
denominacéo.
Determine o nimero j-gonal de ordem 7.

Figura 1.3
Mostre que se Aa, = Ab, entGo a, —b, é constante.
Se a#1, determine Ad" .

Se a#1, determine A™'d" .

Use o teorema fundamental da somacéo para calcular:

19
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07.

08.

09.

Matemética

Sugestdes aos Exercicios

A soma pedida é a soma de uma progress@o aritmética de razdo 1, com primeiro
. -1 am . -1
termo igual a 10" e Gltimo termo igual a 10" .

O primeiro elemento da 31* linha é precedido por 1+2+---+30 termos.
Para ter certeza de alcancar 63, vocé deve antes alcancar 55.

Em algum momento o segundo jogador receberd uma soma maior que ou igual a
49 .

O Botafogo joga 23 partidas; o primeiro dos times restantes joga 22 partidas
que ainda néo foram contadas, etc...

Considere a bobina formada por circulos cujos raios formam uma progressao
aritmética cuja razdo é a espessura do papel.

10a.Trata-se de uma progresséo aritmética de segunda ordem.

10b.Trata-se de uma progresséo aritmética de segunda ordem.

10c. Trata-se de uma progresséo aritmética de terceira ordem.

10d.Trata-se de uma progressdo aritmética de segunda ordem.

11. Trata-se de uma progress@o aritmética de segunda ordem.

12.

20

Basta mostrar que a, e a,, s@o polindbmios de grau p cujos termos de maior

n+

grau séo idénticos e cujos termos de grau p—1 sdo diferentes.
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13. Se F(k)=ak”+a, k" +---+ak+a, entdo

;F(k):ap;kp +ap71kzz;k”’l +--~+aIZk +kz:;ao .

k=1

14. Os termos da primeira progressdo sdo da forma 2+3£,0<¢<110 e os da
segunda sdo da forma 7+55,0<5<30. Devemos ter 2+3t=7+5s. Dai,

3t=5(1+s) e t deve ser miltiplo de 5. Se r=5k,s=3k—1. As limitacoes

0<¢<110 e 0<5<30 ddo origem a uma limitagéo para k.

15b.Um ano né@o — bissexto tem 52 semanas e 1 dia; um ano bissexto tem 52 dias e
2 dias. Logo, o ano x+1comeca um dia da semana adiantado em relacéo ao
ano x, se x ndo e bissexto, e dois dias adiantado, se x é bissexto.

15d.0s anos se repetem em ciclos de 400 anos.

16. Procure primeiramente entender porque os calenddrios de 1983 e 1991 sdo iguais.
Em segundo lugar, note que, como hd mais anos néo — bissextos do que bissextos,

provavelmente a colecdo ficard completa quando Benjamim tiver todos os
calenddrios de anos bissextos.

_ L. . _ n+l
17. Mostre que a razéo dada é igual & razdo entre os termos de ordem -

21. Use o exercicio 40.
22a.Use o exercicio 41.
22b. Ak'=k -k!.

22c.Al= m .
k k(k+1)

21
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H 03

Progressdes

Progressdes Geométricas

Um problema interessante, que costuma deixar os alunos intrigados e os
professores desconfiados, é o problema a seguir, adaptado de um problema do exame
nacional da MAA (Mathematical Association of America).

Exemplo 1.  Uma pessoa, comecando com R$64,00, faz seis apostas consecutivas,

em cada uma das quais arrisca perder ou ganhar a metade do que possui na ocasido.
Se ela ganha trés e perde trés dessas apostas, pode-se afirmar que ela:
a) ganha dinheiro.
b) n&o ganha nem perde dinheiro.
) perde R$27,00.
)

perde R$37,00.

) ganha ou perde dinheiro, dependendo da ordem em que ocorreram suas
vitérias e derrofas.

o 0

)

Comentdrio. Em geral os alunos escolhem uma ordem para ver o que acontece; alids,
essa é até uma boa estratégia. Por exemplo, se ela vence as trés primeiras apostas e
perde as Ultimas 1rés, o seu capital evolui de acordo com o esquema:
64 >96—>144 > 216 >108 > 54 - 27 .

Se ela comecou com R$64,00 e terminou com R$27,00, ela perdeu R$37,00. J4

houve um progresso. Sabemos agora que a resposta s6 poderd ser C) ou E).

Em seguida ao alunos costumam experimentar uma outra ordem; por exemplo,
ganhando e perdendo alternadamente. Obtém-se:
64—>96—>48 >72—>36—>54—>27. Nessa ordem a pessoa também perdeu
R$37,00 .

Em seguida, experimentam outra ordem, torcendo para que a pessoa ndo termine
com R$27,00, o que permitiria concluir que a resposta é E). Infelizmente encontram
gue a pessoa novamente tfermina com R$27,00 e permanecem na dévida na duvida.
Alguns se dispéem a tentar todas as ordens possiveis, mas logo desistem ao perceber
que hd 20 ordens possiveis.

Solugdo. A melhor maneira de abordar problemas nos quais hé uma grandeza varidvel,
da qual é conhecida a taxa (porcentagem) de variacéo, é concentrar a atengéo, ndo na
taxa de variacdo da grandeza, e sim no valor da grandeza depois da variacéo.

22



Apostila ITA

Neste problema, devemos pensar assim: Cada vez que ganha, o capital aumenta

1 1
de 5 (ou seja 50%) e passa a valer 1+5:% do que valia; cada vez que perde, o
1 1 3
capital diminui de 5 (ou seja, 907 e passa a valer 1—5:— do que valia; cada vez

1 1 1
que perdeu, o capital diminui de 5 (ou seja, 50%) e passa a valer l——=5 do que

valia.

Pensando assim, fica claro que se a pessoa vence as trés primeiras apostas e perde
as trés Gltimas, a evolucdo de seu capital se dé de acordo com o esquema:

3 33 333 3331

64 >64-——>64-———>64-—-—- - 64— =-—- ——
2 22 222 2222
6453311 333111
22222 222222
. 333111 . . . ) .
Ela termina com 64-=-=.=.—.—. — =27 reais. Além disso, fica claro também que
222222

se as vitérias e derrotas tivessem ocorrido em outra ordem, isso apenas mudaria a

ordem dos fatores, sem alterar o produto, e a pessoa também terminaria com
R$27,00.

Se ela comeca com R$64,00 e terminou com R$27,00 ela perdeu R$37,00. A
resposta é C). U

Exemplo 2.  Aumentando de 20% o raio da base de um cilindro e diminuindo de
30% sua altura, de quanto variaré seu volume?

Solugao. O volume é diretamente proporcional ao quadrado do raio e & sua
altura. Portanto, ¥V =kr’h, onde k é a constante de proporcionalidade. Sabemos que
k =m, mas isso é irrelevante para o problema.

Depois da variagé@o, os novos valores de » e de & serGo r'=1,2r e h'=0,7h,
pois o que aumenta de 20% passa a valer 120% =1,2 do que valia e o que diminui de
30% passa a valer 70% =0,7 do que valia.

O novo volume serd

V'=k(1,2r) 0,7h =1,008k r*h =100,8% ¥

O volume aumenta de 0,8% . O
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Exemplo 3. A populacéo de um pais é hoje igual a P, e cresce 2% ao ano. Qual
serd a populacéo desse pais a n anos?

Solugéo. Se a populagéo cresce 2% ao ano, em cada ano a populagéo é de
102% da populacdo do ano anterior. Portanto, a cada ano que passa, a populacdo
sofre uma multiplicacdo por 102% =1,02. Depois de n anos, a populacdo serd

P,-1,02" . O

Exemplo 4. A torcida de cerfo clube é hoje igual a P, e decresce 5% ao ano. Qual
serd a torcida desse clube daquia n anos?

Solugdo. Se a torcida decresce 5% ao ano, em cada ano a torcida é 95% da torcida
do ano anterior. Portanto, a cada ano que passa, a torcida sofre uma multiplicacéo por
95% =0,95 . Depois de n anos, a torcida serd F,-0,95".

O que deve ter ficado claro nesses exemplos é que se uma grandeza tem taxa de
crescimento igual a i, cada valor da grandeza é igual a (1+i) vezes o valor anterior.

Progressdes geométricas sdo seqUéncias nas quais a taxa de crescimento i de
cada termo para o seguinte é sempre a mesma.

Exemplo 5. A sequéncia (1,2,4,8,16,32,...) é um exemplo de uma progressdo
geométrica. Aqui a taxa de crescimento de cada termo para o seguinte é de 100%, o

que faz com que cada termo seja igual a 200% do termo anterior.
O

Exemplo 6. A seqiéncia (1000,800,640,512,...) é um exemplo de uma progressdo

geométrica. Aqui, cada termo é 80% do termo anterior. A taxa de crescimento de cada
termo para o seguinte é de —20% .

E claro entdo que numa progressdo geométrica cada termo é igual ao anterior
multiplicado por 1+i, onde i e a taxa de crescimento dos termos. Chamamos 1+i de
razdo da progressdo e representamos a razdo por q .

Portanto, uma progressdo geométrica é uma seqiéncia na qual é constante o
quociente da divisdo de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente constante é
chamado de razdéo da progresséo e é representado pela letra g. A razéo ¢ de uma
progresséo geométrica é simplesmente o valor de 1+i, onde i é a taxa de crescimento
constante de cada termo para o seguinte.
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Exemplo 7. As sequéncias (2,6,18,54,..) e (128,32,8,2,...) sdo progressdes

. . - . 1
geométricas cujas razdes valem respectivamente ¢, =3 e qzzz. Suas taxas de

3 ) .
crescimento sdo respectivamente i, =2=200% e i, = 1 ~75% , pois g =1+1i .

O

Em uma progressdo geométrica (a,,a,,a,,...), para avangar um termo basta

multiplicar pela razéo; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela
razéo, e assim por diante.
Por exemplo, @, =a,q*, pois avangamos 8 termos ao passar de a, para a;;

. a .
a, =a,q’, pois avangamos 5 termos ao passar de a, para a,; a, =a—‘1§, pois ao

-1 .
passar de a,; para a,, retrocedemos 13 termos; de modo geral, a, =a,¢"" , pois, ao
passar de g, para a,, avangamos n—1 termos.

Em muitos casos é mais natural numerar os termos a partir de zero, como foi feito
=a,q", pois avancamos n termos ao passar de

O

nos exemplos 3 e 4; nesse caso, a

n

a, para a, .

Exemplo 8. Em uma progresséo geométrica, o quinto termo vale 5 e o oitavo termo
vale 135 . Quanto vale o sétimo termo dessa progressdo?

Solugdo. a, =a,q’, pois ao passar do quinto fermo para o oitavo, avancamos 3
termos. Logo, 135=5¢° e ¢=3. Analogamente, a, =a,q* =5. 3*=45. O sétimo

termo vale 45 . O

Exemplo 9.  Como em uma progressdo geométrica a, =a,q", a fung@o que associa
a cada natural n o valor de a, é simplesmente a restricdo aos naturais da fungéo
exponencial a(x)=a(0)g" . Portanto, pensando em uma progressdo geométrica como
uma funcéo que associa a cada nimero natural n o valor a,, o gréfico dessa funcéo e
formado por um seqiéncia de pontos pertencentes ao gréfico de uma funcédo
exponencial. O
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\ 4

Figura 1.4
Exemplo 10. Qual é a razdo da progressdo geométrica que se obtém inserindo 3

termos entre os nimeros 30 e 480 2

Solugdo. Temos a, =30 e a, =480. Como a, =a,q*, 480=30q", ¢* =16 e g==3.
O

Um resultado importante é a férmula que relaciona taxas de crescimento referidas
a perfodos de tempos diversos.

Férmula das taxas equivalentes

Se I é a taxa de crescimento de uma grandeza relativamente ao perfodo de tempo
T e i é a taxa de crescimento relativamente ao periodo ¢, e se T =nt, entdo

1+1=(1+i)". O

Prova. Seja G, o valor inicial da grandeza. Apés um periodo de tempo T, o valor
da grandeza serd G0(1+I)l. Como um perfodo de tempo T equivale a n periodos de
tempo iguais a ¢, o valor da grandeza serd também igual a G, (1+1)". Logo,
G,(1+1) =G, (1+i)" e 1+I=(1+i)", cqd.

Exemplo 11. Se a populacéo de um pais cresce 2% ao ano, quanto crescerd em 25
anos?

Solugdo. Temos i=2%=0,02 e n=25. Dai, 1+I=(1+i)" =(1+0,02)" 21,6406 e
1= 0.6406 = 64,06% . Crescerd aproximadamente 64,06% .
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Exemplo 12. Uma bomba de vécuo retira, em cada succdo, 2% do gdés existente em
certo recipiente. Depois de 50 succdes, quanto restard do gds inicialmente existente?

Solucdo. Temos i=-2%=-0,02 e n=50. Daif, 1+1=(1+i)" = (1—0,02)50 =0,3642 e
I1=-0,6358 =-63,58% . A quantidade de gds diminuird de aproximadamente 63,58% .
Restar@o aproximadamente 36,42% do gds inicialmente existente.

O

Outro resultado importante é a:
Férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica

A soma dos n primeiros termos de uma progressGo geométrica (a,) de razdo

. 1-4"
g#1,é¢ 8, =aqa 7
I-¢q
Prova. S =a+a,+a,+-+a, +a,.

Multiplicando por ¢ m obtemos
qS,=a,+a,+a,+---+a,+a,,

Subtraindo, S, —¢S,=a,-a isto ¢, S (1-¢)=a,-aq" e, finalmente,

n+l 1

S=a1_—q. O

Exemplo 13. Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grédo de
trigo pela primeira casa, 2 gréos pela segunda, 4 pela terceira e assim por diante,
sempre dobrando a quantidade a cada nova casa. Como o tabuleiro de xadrez tem 64
casas, o nimero de gréos pedido pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros
termos da progresséo geométrica 1,2,4,.... O valor dessa soma é

1-g" 1— 06

=1
1-q  1-2

=2%-1.

Calculando, obtemos um estupendo ndmero de vinte digitos:
18446744073709551615. O

Nas progressdes geométricas em que |q| <1, a soma dos n primeiros termos tem

um limite finito quando 7 — o . Como nesse caso lim ¢” =0 temos

xX—>0

. 1- .
lim§, = al—o ,isto é, lim S, =4
X—»0 1_q xo® l_q
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Exemplo 14. O limite da soma 0,3+0,03+0,003+... quando o numero de parcelas
0,3
1-0,1
muito grande de termos da progressdo encontraremos aproximadamente a dizima

periddica O,333333---=%. O

1 e . ,
=—. O resultado & intuitivo pois somando um nimero

tende a infinito é igual a

I 1 1
Exemplo 15. Calcule o limite da soma da progressdo geométrica 5+Z+§+E+....

Solugdo. lim S, = =—<_=1.

1

4 2

I-¢ 1_1
2

O resultado admite uma interessante parafrase. Suponha que Salvador deva correr

. A , 1 .
1km . Inicialmente ele corre metade dessa distdncia, isto &, Ekm; em seguida ele
A o1 . L
corre metade da distdncia que falta isto &, ka ; depois, metade da distdncia restante,

o1 . .
isto e, gkm, e assim por diante.

Depois de n dessas etapas, Salvador terd corrido

1 1 1 1
—+—4—+4--+—km.
2 4 8 2"
Se n for grande, essa soma serd aproximadamente igual a 1km . |

n
Exemplo 16. O teorema fundamental da somacéo, D Ag, =a,, —a, , também nos
k=1

permitiria determinar o valor da soma dos n primeiros termos de uma progresséo
geométrica. Supondo ¢ #1 e observando que Ag"™ =¢" —¢"" =¢"" (¢ 1), temos

n n a a n B
a1+a2+a3+'“+an:Zak:zalqk1: 1 Aqklz
k=1 k=1 g-15 0

4 (et 0 ﬂ
_q—ll(q q ) a, 1—¢ .
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Encerramos esta secdo com a chamada férmula de somacdo por partes. Temos
A(akbk ) = by —ab = ay, (bk+l —b )+bk (akﬂ — 4 ) =a,,Ab +bAa, .

Daf resulta a,,,Ab, = A(a,b,)—b,Aa, . Somando, obtemos a férmula de somacdo
por partes:

n n
ZakHAbk = an+]bn+l - alb] - ZbkAak
k=1 k=1

Exemplo 17. Calcule Zk?:k .

k=1
Solugdo. A3 =3""-3* =3/ (3-1)=2.3".

n 1 n
logo, 3 =+ A3 e Dk3 == kA3
2 k=1 2 k=1
Aplicando a férmula de somacéo por partes

n n
Z a,,Ab, =a, b, —ab — Z b,Aa,
k=1 k=1

com a,, =k (logo, a, =k-1e Aa,=a,,,—a,=1)e b, =3",

temos
C k 1 c k 1 n+l C k
D k3 =—>kA3 =—|n-3""-0->"3" 1]
k=1 2k:1 2 k=1
Mas
n _Qn n+l
Z3k zgizg’__é,
=~ 1-3 2 2
Dai resulta

n n+l _
Zk3k:£3n+l_3 +é:2n 13n+1+§
~ 2 4 4 4 4 O
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Matemética
Exercicios
Aumentos sucessivos de 10% e 20% equivalem a um aumento Unico de quanto?
Descontos sucessivos de 10% e 20% equivalem a um desconto Unico de quanto?

Um aumento de 10% seguido de um desconto de 20% equivale a um desconto
Unico de quanto?

Aumentando sua velocidade em 60%, de quanto vocé diminui o tempo de
viagem?

Um decrescimento mensal de 5% gera um decrescimento anual de quanto?

O periodo de um péndulo simples é diretamente proporcional & raiz quadrada do
seu comprimento. De quanto devemos aumentar o comprimento para aumentar
de 20% o perfodo?

Mantida constante a temperatura, a pressdo de um gds perfeito é inversamente
proporcional a seu volume. De quanto aumenta a pressdo quando reduzimos de
20% o volume?

Se a base de um retdngulo aumenta de 10% e a altura diminui de 10%, de
quando aumenta a drea?

Um carro novo custa R$18000,00 e, com 4 anos de uso, vale R$1200,00.

Supondo que o valor decresca a uma taxa anual constante, determine o valor do
carro com 1 ano de uso.

Os lados de um tringulo retdngulo formam um progresséo geométrica crescente.
Determine a razdo dessa progresséo.

Os lados de um trigngulo estdo em progressdo geométrica. Entre que valores
pode variar a razdo?

Qual o quarto termo da progressdo geométrica \/5, 3/5, {’/5,2

Determine trés nGmeros em progressdo geométrica, conhecendo sua soma 19 e a
soma de seus quadrados 133.



Apostila ITA

14

15.

16.

17.

18.

19.

09.

13.

14.

A soma de trés ndmeros em progressGo geométrica é 19 . Subtraindo-se 1 ao
primeiro, eles passam a formar uma progressdo aritmética. Calcule-os.

Quatro nimeros s@o tais que os trés primeiros formam uma progresséo aritmética
de razéo 6, os trés Ultimos uma progressdo geométrica e o primeiro nimero é
igual ao quarto. Determine-os.

NUmero perfeito é aquele que é igual & metade da soma dos seus divisores
positivos. Por exemplo, 6 é perfeito pois a soma dos seus divisores é

1+2+3+6=12. Prove que, se 2” =1 é um nUmero primo, entdo 27 -(2” —1) é

um nUmero perfeito.
Calcule o valor da soma de n parcelas 1+11+---+111...1.

Mostre que o nimero 444...488...89 , formado por n digitos iguais a 4, n-1
digitos iguais a 8 e um digito igual a 9, é um quadrado perfeito. Determine sua
raiz quadrada.

A espessura de uma folha de estanho é 0,lmm. Forma-se uma pilha de folhas
colocando-se uma folha na primeira vez e, em cada uma das vezes seguintes,
tantas quantas j& houveram sido colocadas anteriormente. Depois de 33 dessas
operacées, a altura da pilha serd, aproximadamente:

a) a altura de um poste de luz,

b) a altura de um prédio de 40 andares.

) o comprimento da praia de Copacabana.
d) a distancia Rio — Séo Paulo.

) o comprimento do equador terrestre.

Sugestdes aos Exercicios

O valor, em mil reais, do carro com n anos de uso forma a progresséo
geométrica na qual a, =18 e a,,. Determine q, .

at+aq+aq’ =19 e a’ +a’q’ +a’q* =133 . Divida.

Comece pela progressdo aritmética x—r,x,x+r. A progressGo geométrica serd

X xX+r

x—r+Lx,x+r.Temos (x—r+1)+x+(x+r)=l9 e =
x—r+l1 X
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; . x+6 x-6
Os nimeros sdo x—6,x,x+6,x—6 e = )
X x+6

Os divisores sdo da forma 2°‘~(2‘”—1)B com ae€{0,l,...,p-1} e B e {0,1}. Para

calcular a soma dos divisores, some separadamente os divisores que tém B=1.

A k-ésima parcela da soma é 1+10+10% +---+10°".
O nomero é 9+8-10+8-10% +---+8-10"" +4-10" +---+4-10>"".

Cada operacéo dobra o nimero de folhas. Use 2'° =1024 =10°.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

H 04

Um garrafdo contém p litros de vinho. Retira-e um litro de um vinho do garrafao
e acrescenta-se um litro de dgua, obtendo-se uma mistura homogénea; retira-se, a
seguir um litro da mistura e acrescenta-se um litro de dgua e assim por diante.
Qual a quantidade de vinho que restard no garrafdo apds n dessa operacées?

Calcule a soma dos divisores de 12.600 que sejam:
a) positivos.
b) impares e positivos.

Determine as geratrizes das dizimas periédicas:
a) 0,141414141...

b) 0,345 454 545...
c 0,999 999 999...
d) L711111111...

Determine os limites das somas abaixo:

a) 2+2+3+...
3 9

1 35 7 9
Q —+-+—+—+—
2 4 8 16 32

d  1+2x+3x7 +4x° +..,-1<x<l1

Larga-se uma bola de uma altura 5m. Apéds cada choque com o solo, ela
recupera apenas 4/9 da altura anterior. Determine:

a) a distancia total percorrida pela bola.

b) o tempo gasto pela bola até parar.

Na figura abaixo temos uma linha poligonal, de lados ora perpendiculares a 4B,
ora perpendiculares a AC. Sendo a e b, respectivamente, os dois lados da
poligonal, pede-se determinar:

a) o comprimento da mesma.

b) o comprimento do n-ésimo lado do poligonal.

33
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Figura 1.5

26. Na figura abaixo temos um espiral formada por semicirculos cujos centros
pertencem ao eixo das abcissas. Se o raio do primeiro semicirculo é igual a 1 e o
raio de cada semicirculo é igual & metade do raio do semicirculo anterior,
determine:

a) o comprimento da espiral
b) a abcissa do ponto P, ponto assintético da espiral.

b

£ 5
T J2 X
Figura 1.6

27. Na figura a seguir temos uma seqiiéncia de circulos tangentes a duas retas. O raio
do primeiro circulo é 1 e o raio do segundo é r<1. Cada circulo tangencia
externamente o circulo anterior. Determine a soma dos raios dos n primeiros

circulos.

Figura 1.7
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

Uma faculdade recebe todos os anos 300 alunos novos no primeiro semestre e
200 alunos novos no segundo semestre. 30% dos alunos sdo reprovados no
primeiro perfodo e repetem o perfodo no semesire seguinte. Sendo a, e b,,
respectivamente, o nimero de alunos do primeiro periodo no primeiro e no
segundo semestres do ano n, calcule lima, e limb, .

Seja S, a soma das dreas dos n primeiros quadrados obtidos a partir de um

quadrado O, de lado 1 pelo seguinte processo: “os vértices do quadrado Q

n+l
sGo os pontos médios dos lados de Q, ”. Determine quais das afirmagées abaixo
sdo verdadeiras:

1) E possivel escolher S, de modo que S, >1,9.

2) E possivel escolher S de modo que S, >2.
3) E possivel escolher S, de modo que S, >2,1.
4) E possivel escolher S, de modo que S, =2.
5) E possivel escolher S, de modo que S, =1,75.

Calcule z#

n=1

Sendo x e y positivos, calcule:

a) xy X xx...
b) xyx\/;

Comecando com um segmento de tamanha 1, dividimo-los em trés partes iguais e

retiramos o inferior da parte central, obtendo dois segmentos de comprimento 1/3.

Repetimos agora essa operacdo com cada um desses segmentos e assim por

diante.

a) Ovalorde S, .

b) O valorde lims§, .

c) Cero livro, muito citado em aulas de andlise de erros de livros diddticos,
afirma que, ao final, o conjunto dos pontos ndo retirados é vazio. Isso é
verdade?

Se (a,) € uma progressGo geométrica de termos positivos, prove que (b,)
definida por b, =loga, é uma progressdo aritmética.
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Se (a,) é uma progressdo aritmética, prove que (b,) definida por b, =e* é uma

progressdo geométrica.

O rddio - 226 tem meia-vida (perfiodo de tempo em que metade da massa
inicialmente presente se desintegra) de 1600 anos. A taxa de variagéo da massa é
constante. Em quanto tempo a terca parte da massa inicialmente presente se
desintegrara?

Sejom a=111...1 (n digitos iguais a 1) e b=100...05 (n—1 digitos iguais a 0).
Prove que ab+1 é um quadrado perfeito e determine sua raiz quadrada.

1 2
Seja 4= . Determine 4".
2 4

A curva de Koch é obtida em estdgios pelo processo seguinte:

i) No estdgio 0, ela é um triingulo equilatero de lado 1.

i) O estdgio n+1 é obtido a partir do estdgio n, dividindo cada lado em trés
partes iguais, construindo externamente sobre a parte central um trigngulo
equilétero e suprimindo ent@o a parte central (ver figura abaixo). Sendo P, e
A, respectivamente o perimetro e a drea do n-ésimo estdgio da curva de
Koch, determine:

a) P.
b) 4.
¢ limP,.
d) limd4,.

Figura 1.8
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40.

Pitdgoras’, que estudou a geragdo dos sons, observou que duas cordas vibrantes,
cujos comprimentos estivessem na razdo de 1 para 2, soariam em unissono. Hoje
sabemos que a razdo das freqiiéncias dos sons emitidos por essas cordas seria a
razdo inversa dos seus comprimentos, isto &, de 2 para 1 e que duas é cordas
vibram em unissono se e sé se a razdo de seus comprimentos é uma poténcia
inteira de 2.

Pitdgoras, matematico de Samos, cerca de cinco séculos e meio antes de Cristo.

A freqiéncia da nota lé-padréo (o lé& central do piano) é 440Hz e a freqiéncia do

|& seguinte, mais agudo, é 880Hz (Hz é a abreviatura de heriz, unidade de

freqUéncia que significa ciclo por segundo).

A escala musical ocidental (de J.S.Bach para cd), dita cromdtica, divide esse

intervalo em doze semitons iguais, isto ¢, tais que a razéo das freqiéncia de notas

consecutivas é constante.

Sabendo que essas sdo LA — LA# - SI = DO — DO# - RE — RE# - Ml — FA — FA# -

SOL — SOL# - LA, determine:

a) a freqiéncio desse dé, primeiro dé seguinte ao |4 padréo.

b) a freqiéncia do sinal de discar de um telefone, que é o primeiro sol anterior
ao & padréo.

c) anota cuja freqiéncia é 186Hz .

A lei de Weber (Ernest Heinrich Weber; 1795 — 1878; fisiologista aleméo), para
resposta de seres humanos a estimulos fisicos, declara que diferencas marcantes
na resposta a um estimulo ocorrem para variacdo de intensidade do estimulo
proporcionais ao préprio estimulo. Por exemplo, um homem, que sai de um
ambiente iluminado para outro, s6 percebe um variacéo da luminosidade se esta
for superior a 2% ; s6 distingue entre solucées salinas se a variagdo da salinidade
for superior 25%, efc...
Fechner (Gustav Theodor Fechner; 1801 — 1887; fisico e filésofo aleméo) propés
um método de construcdo de escalas baseado na lei de Weber. Propés que
enquanto os estimulos variassem em progressGo geométrica, as medidas das
respostas variassem em progressdo aritmética.
a)  Mostre que numa escala de Fechner, as medidas da resposta @ e do estimulo
x se relacionam por y=a+blogx .
b) Uma das mais conhecidas escalas de Fechner é a que mede a sensacéo de
ruido. Ela é definida por L=120+10log,,/, onde L é a medida da sensacdo
de ruido em decibéis (dB) e [ e a intensidade sonora, medida em W /m*.
Duas bandas de “heavy metal” provocam um ruido quantos decibéis acima do
rufdo provocado por uma banda?
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41. Determine o valor de:

o k2

a) —
=2

b) > k-2°.
k=1

Sugestdes aos Exercicios

1
20. Em cada operacédo, a quantidade de vinho diminui de — .
p

23b.Séo duas progressdes geométricas.
. S .
23c.Sendo S a soma pedida, calcule 5 e subtraia.

23d.Sendo S a soma pedida, calcule xS e subtraia.
23e.580 trés progressdes geométricas.

24b.0O tempo que uma bola gasta, partindo do repouso, para cair de uma altura # é
J2h!g e quando um bola é lancada do chéo verticalmente para cima, o tempo
gasto na subida é igual ao tempo da descida.

25. Os ftriingulos s@o semelhantes e a razdo de semelhanga de cada um para o
anterior é sempre a mesma.

1 1
26. A abcissa do ponto assintético é 2—1+5—Z+...

28. lima, =300+0,3-200+0,3>-300+0,3* -200+...

30. Inspire-se no problema 23c).

1 1 1
31a.A expressdo é igual a x2-x*-x8...
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1
32c.O que acontece com os pontos de abcissas 3377

35. Tomando 1600 anos como unidade de tempo, a massa existente no instante ¢ é
M (t)=M(0)0,5".

36. a=1+10+10*+---10"" e b=10"+5.

37. 42=54.

9

38. P =% e :An+£(4j
3 12

k
1
41a.Somacéo por partes com a,,, =k e Ab, = (—j .

2

41b.Somacéo por partes com a,,, =k e Ab, =2°.
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