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MATEMATICA

CURSO DE NUMEROS COMPLEXOS PARA O ITA

Introducao

Desde os primdrdios da histéria a experiéncia matem do homem se confunde com a necessidade dieres
problemas, envolvendo niimeros complexos.
Neste contexto, nUmeros complexos € a parte danmétite que tenta despertar nos estudantes destaibatia o prazer da
descoberta e entendimento, através da resolugdimbiemas e da andlise de situages as mais ersgenho

Banco de problemas

Esta lista contém o banco de problemas para assuffil e IME de matematica 2013. Os problemas editadidos em
dois topicos:SECAO NO-CEGO e SECAO ESCOLAS MILITARES. Todos os problemas aqui contidos envolvem um
raciocinio matematico apurado e certa dose devidatie!

1. A HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Em 1545, Jer6nimo Cardano (1501-1576), em seu lwsoMagna(A Grande Arte), mostrou o método para resolver
equacgles do terceiro grau que é hoje chamado deuRdde Cardano. Bombelli (1526-1572), discipuloGdedano, em sua

“Algebra”, aplicou a férmula de Cardano & equache ¥5x — 4 = 0. Obtends = \3/2+\/—121+$/ 2-+/-121
Embora ndo se sentisse completamente a vontade edgad as raizes quadradas de nudmeros negativos

(dizia que eram inuteis e sofisticas), Bombellirapa livremente com elas, aplicando-lhes as ragsaais da Algebra.
No caso, Bombelli mostrou que:

(24v-1) =2+ 3= 1+ T2V= ) + (V= ¥
(2+v-1) =8+12/~ 1 6= 1
(2+J—_1)3= 2++-121

Logo,

J2+-121= 2+-1

e, analogamente,

J2-J-121= 2-J/-1

Portanto, o valor dex é x =2++/-1+2-+-1= 4. Como 4 é realmente raiz da equacdo, a partir cimbBlli os
matematicos passaram a usar as raizes quadradasnéeos negativos, embora se sentissem um poucordedaveis com

isso. Bombelli trabalhava sistematicamente comamtigade~/—1, que hoje chamamos de unidade imaginéria e refisgses

pori. Apenas no século XIX, quando Gauss (1787-1858fande matemético da época e um dos maiores de &xitempos,
divulga a representacéo geométrica dos niumeroslero®pé que essa sensagdo de desconforto desaparece
(Referéncia: A Matematica do Ensino Médievolume 3)

2. CONJUNTOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

Um nimero complexa pode ser definido como um par ordenado (X, y)ldearos reais,
z=(xY)

O par(X, 0) é identificado como o namero real

X = (x, 0)

e o para (0, 1) sera chamado de unidade imaginmfaentado por.

0,1)=1i.
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Observamos que:

X; =X,

(%,y1) =(X,Y,) se, somente ss{ R
Y1=Y2

Em particular, temos que:
x=0

z=(x,y)=0=(0,0 se, e so se, .

(x.9)=0=(09 o
Dados dois numeros complexos quaisqm;c(xl,yl) e zgz(xz,yz) definiremos duas operacdeSoma e Produto,
denotado poz, +z, e z - z, definidos por:
2 +2, = (X0, V) + (X2, o) = (X0t Xoy0+ Y)
2 =(6.%) (%) =( % %= % %% ¥ %Y
Em particular, temos:
2=(xy)=(x0+(0
Por outro lado, (0, y) = (y, 0X0, 1). Assim,

2=(x0+(v.0 (0)= % ¥

Com isso, a representang: X+y-i onde z= (x,yb é chamada FORMA ALGEBRICA.

Como i = (0, 1), podemos calcularisto &,
i2=i-i

0.1 -(09
-1

0-0-1-1,0-% 1.
!O)

(
(
(

12
|
12
I
12
|
P2

“=-1

Logo,

Nesse resultado, notam-se facilmente, as potédei@spoentes mdltiplos de 4:5 i* = i# = i*? =
(1)*=1, onde KO N.

o= == (%=

Assim, dado", com n n, temos:

nl[4 ‘:}1’1:4k+1’
r k

resto: 0, 1,2 ou 3

Dai,
1,ser=0
in:i4k+r:i4k. iT—ing = i,ser=1
t -1,ser= 2
1 |-,ser=3
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3. OPERACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS
3.1. Igualdade de niumeros complexos.

Por tratar-se de pares ordenados, dois nimeros@&arssao iguais se tém, respectivamente, as mesmgmnentes:

(a,b)=(c,d = a=ceb d
a=c (partes reais iguais)
b=d (partes imaginarias iguai

at+bi=ctdi= {
3.2 Adicao de numeros complexos.
Sendo dadosi &= (X, Y1) € Z = (%,Y2), por definicdo, temos:
Zl+ZZ=(X1+X2;y1+y 2)
ou
(X1+yli)+(X2+yj)= (X 1TX 2) + (y 1+YZ)
ﬁ_d H_J

soma das partes reais soma das partes imags

3.3 Multiplicagdo de niimeros complexos.
Sendo Z= (X, V1) € % = (X, o), em que £ Z, O C, definimos a multiplicacéo e® do seguinte modo:
(X35 Y1) - 0% ¥2) = (XaXz — Yiy2; XaY2 + Xoy1)
ou
~ (X1 + yil) © (% + ¥2l) = (XaXo — Yay2) + (XaY2 + Xya)i
Note: Wy,i% = iy, - (-1) = —yy, é real

4. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO ( Z)

Chamaremos de conjugado do nimero complexo Z ¥ (X,x + yi, € denotaremos p(i, 0 nimero complexo da forma
z =(X,—y)=X—-Yi

5. MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO
O nimerdz| = /x> + y* &€ chamado de médulo ou valor absoluto do nimer@Eomz = x +y - i.

6. PROPRIEDADES DOS NUMEROS COMPLEXOS

A operacéo de conjugagéo goza das seguintes @daples:

3.Z=zse z éreal;
4.7=z;

5. zEFz:|2{2 :

6.@:|2|;

7.2 =(2)" para todo AIN
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DEMONSTRACOES:

1.

Seja z = a + bi comeb O R. Entdo,

z+z_(a+tb)+(a-b) _2a____. .
2 2 2

Z—-Z:(a+ bi)—.(a— b0=2—l§)i=b=|m2.
2i 2i 2i

Sejamz =a + bicomeb R e w=c +diconted 0R. Entdo,

z+w=(a+bj)+(c+d)=(a+ §+(br §E(a p-( b H#

=a-bi+c-di=z+ w.

zxw=(a+ b)x(c+ dj)=ac+ adi+ cb- be( ae BHar( ad kb=

(ac — bd) — (ad + cb)i = ac — adi — chi— bd = @) x (c — di) =
=ZxW.

Caso w# 0, isto éc ed ndo sao simultanemante nulos, entao,

(2)- (o2 [l () e e (e o).

w c + di (c+di) (c-di A+ d
:(ac+ bd - ( bc- ad i:( as bp+( ad bmc:|( a i )d:|
c?+d? A+ P c+

(a—bi)x(c+ di):i'
(c-di) (c+d) w

Suponha-se quie= z.Entéo da propriedade 1.,

z+z 2z
-£%_,
2 2

Inversamente, suponha-se qué&real. Entdo, z = a + 0i = a — OilJaR, isto é,z = z.

Re z =

Suponha-se que z = a + bi. Entéo,

z=a+ bi= a- bi= a+ b= z
Suponha-se que z = a + bi. Entéo,
z-z=(a+ bjx(a- bj= &+ b= |Z|

Suponha-se que z = a + bi. Entéo,

|z|=|a+ biEy &+ b=y &+(- = |a bH |z

A demonstragdo desta propriedade pode efecupos inducdo matematica. Comecemos por obsenaroqresultado é
trivialmente verdadeiro para n = 1. Admita-se quesultado é verdadeiro para p = n. Em resultadpraolariedade 2 ira ser
verdadeiro para p = n + 1. Entdo, pelo principiomdacdo matematica conclui-se que a afirmacaodaseira para todo natural.

PROPRIEDADES DOS MODULOS NUMEROS COMPLEXOS

Sendo Z= (x4, Y1) € & = (X, Vo), em que %, Z, [0 C. Prove que:
a) |z - 2|=lz|- |2

o |2 212l

z,| |z)

) lzl-lzl<|a+zl<|z| + |2

d) |zl - |2l< |z - z|< |z] + |2|

ITA/IME = Pré-Universitdrio - TASIAY
n L JEa



PROJETO RUMO AO ITA

DEMONSTRAGCAO:

a)z -3|=[7 {7
2. %[ =(z2) {73
2z =(z-3) (2 9=| £ | ¥

logo:

2 - 2| =|2|{ 2

4l L
) z, ‘Zl z,

ﬁ: .71
17l

i: 7Y = i
=1 1=l
logo:

LA

z,| |z

Olz+z[ =(2+32) {2+ )= 4+ 7z -z z 2| {
mas:

Z1'2271 "5

Ccom isso:

z-2+73=2Rez A< 3.7 |z p{{{z
logo:

2.+, <|z[*+ 27 {7+ " =( 4+| 4)°

portanto:

|2+ 2| <|2|+[ 7]

usando a ideia acima temos:

2| =|z.+ z,+(-2) <| 2+ 2] +|- 2
logo:

|z|-|z|<|z+ Z

d) |z +z|<[z|+|Z]
usando a ideia acima temos:

|21|=|Zl_22+(22)|s|21_ z}+| 7

logo:

|z|-|z| <]z~ 7

mas:

|2.-2,| =|2+(-2) <| 2| +|- 2| =] 4+| 2
portanto:

2] -|z|<|z - 2] <|7]+[ 2]
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VAMOS EXERCITAR O CEREBRO COM UMA LISTA DE EXERCICIO S RESOLVIDOS.

Problema 01.
. -b
Suponh = a + bi. Most alg) —2 .
uponha que z = a + bi. Mostre que (&, )[a2+b2 s sz
SOLUCAO:
a -b
Basta mostrar qup———,———— |*(a, b)=(1,Q Por qué?
auf 2 2 (@ B =(19 Porg
Assim,
a -b
1 !b =
gy
a -b a -b
X x b, x b+ ——x a|=(1,
[a2+b2 &+ g+ B i+ b J (9
Problema 02.

Mostre que dois nimeros complexos sdo iguais éese as suas partes reais e imaginarias também fgoauis.

SOLUCAO:
Suponha-se que z = a + bi e w = ¢ + di sdo igiaitio

(@+bi)y—(c+d)=0

(@-c)+(b-di=6

a-c=0eb-d=0,
isto é

a=ceb=d,

donde se conclui que z = w. O reciproco resultaliat@mente da definicao.

Problema 03.
Prove que s& = z,entaoz € um namero complexo real.

SOLUCAO:

Sez=atb-iez a b-i

logo:

7=z

temos::

atb-i=ab-i

portanto:

b=0

logo, o nimero complexoz a (namero re

ITA/IME = Pré-Universitdrio - TASIAY
n L JEa



- PROJETO RUMO AO ITA
>

Problema 04.
Prove que s+ z= 0, entdoz € um ndmero complexo imaginario puro.

SOLUCAO:
Sez=a-lldJiez & Bicomb O
temos:

z+2z=a+ bi+ a HIE 0

2a=0

portanto:

a=0

logo, o nimero complexoz [ i(nUumero imagingioo)

Problema 05.

Resolva a equacéd z 18 + 26i, onde z = x + yi e X, y SA0 nimerosiios.

SOLUCAO:

(x + yi)® = (x + yif (x + yi) = (¢ =y + 2xyi) (x + yi) = (X = 3xy)) + (3xy — ) =18 + 26i.

Usando a definicdo de igualdade de nimeros compl@xiemos:

x® - 3xy* =18
3’y -y’ = 26

Fazendo y = tx na igualdade 18{x y’) = 26(X — 3xy’), observamos que % 0 e y# 0 implica 18(3t —% = 26(1 — 3.

A (ltima relagdo é equivalente a (3t — 1§ (3.2t — 13) = 0. A Gnica solug&o racional da egoat :%, entdo, x=3,y=1ez=3+i.

Problema 06.
Prove a identidade

|z + P + |z — 2P = 2(|af° + |2P) para todos os complexose 2.
SoLugAo:
Usandoz - z= | z{ . temos que
lz+zf+1z-21=(2+ 9( 2+ 9+( = (= 3
=lzf+z-2+32 2+ |21+ IZF 2 2 2.2 |2
2(1zf+121) .

Problema 07.
SeZ = (X, Y1) € %= (X Y2), em que £ Z, O C. Prove que o nimer& = z, [0z, + z, 0z, € um namero real.

SOLUGAO:

Usando a ideia de um namero complexo é dito remhdao ele for igual a seu conjugado.
Com isso:

E=z+20,

utilizando as propriedades dos conjugadasas:
E=z(r+2,

portanto:

E=E (é um nUmero real)
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Problema 08.

(F.G.V.-SP) As raizes quadradas do nungto4i, ondei representa a unidade imaginaria, séo:
af 2+i; -2-1 b 1+ i; 1- } cf 3+i; 3} df 4+ i; 4} e)n.d.:
SOLUCAO:

Caro leitor, este problema vamos resolver utilizaptbdutos notéveis e radical duplo.
Vejamos:

J3+4i =1, [(4-1+ 4)

JB+di= 14+ div i

portanto:

J3+4i =+ (2+i)

outra maneira:

utilizando radical duplo, temo:

\/Ai\/—: A_;Ci A__C

2
onde:
C=VvA*-B
logo:
J3+4i=43+ 4/-1
Comisso:
N3+ 4i=+/3+4/-16
entéo:
C=,9-(-16 =5
portanto:
Jardi=s| 310, |35

2 2

V3+4i=+(2+i)
Problema 09.
(TITU ANDRESCU) Resolva a equacédbd-z8(1 —i) - z + 63 — 16 - i = 0 ondeepresenta um niimero complexbéea unidade
imaginaria.
SOLUGAO:

Calculando o discriminante temos:
A = 6401~ i)° - 401 63- 16)
A =-631- 6400
logo:
A =-4(63+160) = 407 ( 64+ 160 )= 4P( & )’
com isso:

_8(1~i)x(-2+160)

2

portanto:
z, =3+40
z,=5-120
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Problema 10.

Prove o Teorema de Bramagupta:&5eb sdo nimeros naturais cada um deles é uma somaisiguhdrados perfeitos entédo
a[b também é uma soma de dois quadrados perfeitos.

SOLUGAO:

De acordo com o enunciado temos:

x=a’+b

y=c’+d?

com isso:

xﬂ/=(a2+ bz)(cz+ d2)

X[y = (a.c)2 — 2abcd( b)f +( a)ﬁ+ 2abed bz(
logo:

x[y = (ac- bd® +( adr b}’

Segunda maneira:

Utilizando a ideia dos nimeros complexos e suagrigmades temos:
Sez=a liliez= @& di

logo:
x=a’+b =732
y=c+d =22
com isso:

xy=(22)(z %)= (202)({ 202
z,[z,=(ac- bg+( ad- byl
portanto:

x[y = (ac- bd’ +( adr b}’

Terceira maneira:
Utilizando a ideia de determinantes e suas proadest
Sejam as matrizes:

oS el

logo:
detA=&+HF e detE t+ 4

com iSso:
x [y =det Altet B= def AJB
entdo:

a b c ac- bd ad b
x [y = det =de

-b a)l-d c —-bc-ad ae b
portanto:

x[y =(ac- bd’ +( ad b)*
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[ SECAO NO-CEGO ]

e Esta seccdo né-cego tem como objetivo principadfapdar os seus conhecimentos, isto é, todosaidenas aqui contidos
envolvem um raciocinio matematico apurado e umia crse de criatividade.

Problema 01.
(Peru/2003) Se |z + w| = |z - W]z, wO C. Achar Reé z-_v)/

Problema 02.

(IME/94) Dado z :;_ , calcule as partes real e imaginariazde
7+ 24i

Problema 03.

(AFA/2007) Sejaz um namero complexo ndo nuloi @ unidade imaginé\riéi2 = —1), z#i. O conjunto de todos os valores

A .
dez, para os qua|§l.,— € um namero real, representa um (a):
+i-z
a) elipse b) hipérbole c) circunferéncia d) circulo

Problema 04.

(ITA/1998) Sejamx ey numeros reais tais que:

x®-3xy? =1
x’y-y*=1
Entdo, o nmero complexo z = x + iy é tal qtie #z|, valem respectivamente:
a) 1-ief2
by 1+ie$2
c) iel
d -iel
e) 1+ied2
Problema 05.

P . , 5z, | , . oo x
(India) Sabendo qu¢z| representa o0 médulo de um namero complex7e% € um numero complexo imaginéario puro, entdo o
z

valor da expressa 22+ 3% éigual a:
2z,-3z,
a) 1 b) 2 c) 7 d 14 e) 21

ITA/IME = Pré-Universitdrio - TASIAY
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Problema 06.
1-j+*
. 1
1+i+ 1

1-i+=

(Peru) Sejaz = 1 . Entdo o valor de |z + 1| é igual a:
1+i+
. 1
1-i+
. 1
1+i+ 1
1-i+=
a) 1 b) /2 c) 2 d) 3 eV
Problema 07.
(EUA) Sex = _1+2|\/§ ey= _1_2'\/5 onde f = —1, entdo qual das seguintes op¢des ndo éadrret
a) X+y=-1 b) X+y=-1 c) X+y'=-1 d +yt=-1 e) X+y®=-1
Problema 08.
. xX+yi+z®
(EUA) Sejamx =a + b, y =@w + bOa?, z = aw + bw, onde W+ w + 1 = 0. O valor da expresséos-—5— ¢ igual a:
a

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5
Problema 09.

(KVANT) Resolva o sistema de equacdes:

3x-y

=3
X +3y

-1 2= =0
/ (szz]

Problema 10.

Prove o Teorema de Bramagupta:é&Seb sdo nimeros naturais cada um deles é uma somaiglguadrados perfeitos entéo
a[b também é uma soma de dois quadrados perfeitos.

Problema 11.

(ITA/1995) Sejam ze 2 nimeros complexos cotz;|=|z,|= 4. Se 1 é uma raiz da equaci # z,z° — 8 = 0 entdo a soma das
raizes reais €é igual a:

a) -1

b) —1+ 272

c) 1-3%

d 1+3°?

e) -1+3°

Problema 12.
(IME/2003) Sejaz um nimero complexo de modulo unitario que satigfaondicdoz™" # -1, onden € um ndmero inteiro

» z" , ,
positivo. Demonstre qu%l—m) € um ndmero real.
+Z7
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Problema 13.

(IME/2008) Determine a expressdo da soma a seguir, oridem inteiro mltiplo de 411+ 20+ 303 + +( n+ ])Di‘

Problema 14.

z+=

4
=ap.
z

(EUA) Sea é um numero real positivo e satisfaz a condiggo= {z ac;

Calcule o valor minimo e méaximo qld onde 41 M.

Problema 15.
(EUA) Ache todos os nimeros complexotais que(3z+1)( 4z+ J( 6z )( 12z )i=

Problema 16.

(ITA/1999) Sejam ge kb nimeros reais comk =1, 2, ..., 6. Os nimeroptas z = g + ib, sdo tais quig| =2 e R = 0, para
todok=1,2, ..., 6. Seya, ..., &) € uma progressao aritmética de razao —1/5 e 9pm@ao z € igual a:
a) 2i

b) S+
) %5

) 3+
d) %ﬁ’u@i

5
42 .\ 2\/T7i
5 5

e)

Problema 17.

(IME/2009) Seja z =p - €° um niimero complexo ondee 6 sdo, respectivamente, médulo e o argumentp eleé a unidade
imaginaria. Sabe-se qpe= 2a - co8, ondea é uma constante real positivo. A representac@&ndeplano complexo é:

A Y B !

& b )

Eixo + Eixo Emao
imagindrio imagindric imagindrio
.- L]
./ am, - "/- ‘%ﬁ
e | | i |
. . / / y
5 \ Eixo Eixo \“_ Eixo
x\\ a d_./; real rezl a resal
o )
= -
Exo Eixo
i ndric imagindric
/ a M
Vil | L
a .
[ >\ Eixo \ / Eixo
'.\ -;’J_/ real -l real
—
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Problema 18.

(EUA) Suponhaz = a+ ilb é uma solugdo da equacao polinontalz* +ic, i + ¢,[(iZ + ig0z+ ¢= (,onde g ¢, &, G, G,

a eb sdo constantes reaid & v-1. Qual das alternativas abaixo também é solucéo?

a)- a+ b b) a HJi c)ar Hi dyb &8i e)b @

Problema 19.
(Canada) Considere os numeros complexose y ndo nulos, satisfazendo® +x[y+y?=0. Entdo o valor de

X 2002 Y 2002 £ : .
— +(—— é igual a:
v e ML
a) 2%¢ b)-1 c)1 d) i er
Problema 20.

(O.C.M.) Sex?+x+1=0, calcule o valor numérico de:
2 2 2 2
£x+1j +(x2+ij +(x3+—1j +......+[x27+—1j
X x2 x3 x?

Problema 21.
(IME/2008) Assinale a opcdo correspondente ao valopdpie faz com que a equag§b+ u)B;" +6E+ 9J3 E (possua

raizes no eixo imaginario.

a) 0 b) 6 c) 14 d) 29 e) 41
Problema 22.
. W i3 1+iV/3
2 2
(AMAN/2001) Calcule o médulo do determinante danmat -1 1+;/§ _1+2|\/§ onde i=v/- 1
1+i/3 ~1+i/3
2 2
Problema 23.
(Peru) Ser* —r?+1=0. Entdo o valor de’ —i7 é igual a:
r
a) i b) -2i c) 0 d 7 e) -7
Problema 24.

(PUTNAM/1989)Prove que sd17° + 1007 + 1000z 1¥ 0, entap|z

Problema 25.

(ITA) Seja a equacdo em ¢ -z2+1=0. Qual dentre as alternativas a soma de duas @a&s idessa equacao?

b)- 0) %

a) 2/3

Problema 26.

d)- |

e)—i2

(EUA/2002) Sabendo que a equags@+ i)(z+ 3i) = 20020i é da forma a + Bl tal quea e b s&o ndmeros reais positivos e

dy 2002

diferentes de zero. Entdo, o valoralé igual a:

a) /118 b}/ 210 c)d 210
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Problema 27.
(EUA/2002) O valor dei +2 [@* +30° +......+ 200210 ¢é igual a:

a)— 999+ 1002Z]i by 1002 999 i €e) 1081 1000 i €) 1002 100 e)i
Problema 28.

< def (L (z.+0) .
(EUA/2002) The complex sequencg z, z, ... is defined byz, =i+ 137 and z,, = ( ) . Find 2402

z -
Problema 29.
(AIME) Sejamw,, W,,....., W, nhimeros complexos. Uma rdtano plano complexo é chamada de reta média paparss
W, W,,....., W, SeL contém pontos (ntimeros complexas) z, ,....., 7 tais que)_(z, —w, ) =0.
k=1

Para os nUmerosv, =32+1700i, w, =— 7+ 64Ji, w=— 9% 200 i, w= ¥+ 20 ie w=—- 14 4B existe uma Unica reta
média que intercepta o eiyao ponto (0,3). Determine o coeficiente angulataleeta média.

Problema 30.
(ITA/2006) Se para tode 0 C, |f(z) =|2 e| f(z)- f(1)=| z- L entdo para toda [ C, fL)F (z)+ f (1) (z) é igual a:
a)l b) 2z c) ZIRe(2) d) 2 Im(z) e[
Problema 31.
(ITA/2004) A soma das raizes da equagder z° - | z|2 +2z= 0, onde @ Céigual a:
a) -2 b) -1 c) O d 1 e) 2
Problema 32.
(ITA/2004) Sendoz = 1+ calcule § 2
\/E , n=1

Problema 33.

(ITA/2005) Sejaz0 C com| = 1. Entdo, a exp ressFe_ﬂv
Z-w

assume valor:

a) maior que 1, para todo w cojw| >1.

b) menor que 1, para todo w com| <1.

c) maior que 1, para todo w com % z.
d) igual a 1, independente de w com# z.

e) crescente parpw| crescente, corfw|<|z].

Problema 34.

(ITA/2007) Considere a equagéd)B.(ll;iij(T =G;_:—E]4 . Sendox um ndimero real, a soma dos quadrados das solugdes
dessa equacéo é:

a) 3 b) 6 c) 9 d) 12 e) 15
Problema 35.

(ITA/2007) Assinale a op¢éo que indica o médulo do nimero mPl%tgx xzk- 1, kO Z

a)|cosx b)lwt%enx c) cos X d) cossecx le) sk
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Problema 36.
(IME/84) Sejam os reais, b, c ed nédo nulos tal que a equa(;56+(a+ bEi) x+ c+ ifd= 0 admite uma raiz real. Entdo, o valor

de & + bc é igual a:
a) abc
b) abd
c) acd
d) bcd
e) abcd

Problema 37.
z+

- z+

(IME/97) Determine os parametras, B, y € 0 da transformacéo complexa,zwu—+6, que leva os pontog=0, —i, -1
Y-z

paraw =i, 1, 0, respectivamente, bem como, z pawa -2-i, ondei =J-1.

Problema 38.
(IME/2006) Sejama, =1~ i, a,= r+ si e g,,=( ¢ p+( # I ( m ).termos de uma sequéncia. Determine, em funcdp de

os valores de es que tornam esta sequéncia uma progressao arianssicendo quee s sdo nimeros reaisie=+/ -1

Problema 39.
(AMAN/2007) SejazC, onde Cé o conjunto dos numeros complexos. Identifiquagal geomeétrico descrito pelo conjunto

z= {z; Im(éj =H, HOR’ e| I-|< J} ondeR™ é o conjunto dos nimeros reais diferentes de (e € a funcdo cujo valor
z

€ a parte imaginaria do numero complexo wy edlenota o conjugado do nimero complexo

Problema 40.
(EUA) Sea, b, c sdo nimeros complexos satisfazefwie |4 =|d = 1. Entdo o valor de Zoo%abh;bmbf é igua.
a+b+c

a) 2004 b) 2005 c) 2006 d) 2007 e) 2008
Problema 41.
(O.M.ESPANHA) Sabendo quey ez séo numeros complexos de modulo unitario, e §degao seguinte sistema:

X+y+z=1
{ y . Entdo o valor da expressad « *¥ %z éigua

xyz=1
a) 0 b -1 c) i d 1 e) 3
Problema 42.

2 2 2

(Canada) Sendg@ =a+b, y=aw+ W , = alW+ Blw e W= 1com@#A 0.Entdo o valorz(de%
éigual a:
a) 2 b) 3 c) 4 d 5 e) 6
Problema 43.

_\/seru+ NV co®r — r\/ sem— \ cas

(Espanha) Se o complex@é definido como:z = tal que a D(O thj Entdo podemos

\/seru+ \ cost + 1/ sem— \ Cas

afirmar que:
a) z € um ndmero real

b) z é um imaginario pur

c) z=illga
_ <serfa + cost
d)z=—0
ser
: a
e) z=ilig —
) g(zj
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Problema 44.
x* +4
(x=1=i)(x =1+i)(x +1+i)(x +1-1)

(Peru) Sei= (0, —1). Entdo o valorB@a expressa& = éigual a:

a) 0 by 1 c) 2 d -1 e) 3

W2
Im +Im
w1+w wl+w2

parall w# w, ew ,wd C
w1+w

(EUA) Sabendo que é um numero complexo que satistazi%-z—gét

Problema 45.

(Peru) Achar o valor de& sabendo quev =

Problema 46.

<1. Calcule o valor maximo do J[2|z| .

Problema 47.
(Australia) Sejanz ew numeros complexos, de modo que:

{(1—i)-_z+ - w= i

2-z+(1+ ) -w= C
Suponha que a = — Re(z), b = — Im(z), ¢ = Re(w@aum inteiro positivo tal que:
n = 2c + 2007a + 2007b + 206720075 + 20074 + 20078 + ...

Podemos afirmar que a soma dos algarismaséiz
a) 19
b) 18
c) 17
d) 16
e) 15

Problema 48.

' . : i [
(EUA) Define-se a sequéncia de numeros compleaps(1+ |)(1+— ....... . *—| pararn . Calcule um
72 Jé Jn

m
nimero natura tal que Y"|a, - a,.,,| = 2005
n=1

Problema 49.
(Roménia) Sejam Z, e Z, complexos que adicionados aos respectivos inved#s como resultado o valor 1.
100

SeS,=2Z+2; , nON entdo o valor d&_(S,,)" ¢é igual a:
p=1

a) 200 b) 2 c) 1 d) 0 e) -1

Problema 50.
(india) Sejai = J-1. Defina uma sequéncia de nimeros complexoszper0 e z,,= Z+ i para & . Sabendo que no plano

1
complexod é a distancia de,,, & origem, entdo o valor deg; ondeS= Z[2k+1] vale:
k=0

a) 197 b) 198 c) 199 d) 200 e) 201
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Problema 51.
(Vietnd) Encontre todos 0s nimeros reais positivey satisfazendo o sistema de equacdes:

)
e

Problema 52.

(EUA) Seja z =a + ib, com#$0 ea eb reais. Sabendo qulez—22 é um namero real, podemos afirmar qtie & é:
a 0

b) -1

c) -2

d 1

e) 2

Problema 53.

. . . . z . ~
(Peru) Sejaz =x +i.y com#0 e x e y SG40 numeros reais. Sabendoguea resulta em um namero complexo real, entdo o
Z°+

médulo dez é igual a:
a) 4 b) 8 c) 12 d 5 e 7

Problema 54.

(Australia) Seja f: C» R uma funcéo definida por : f(a +[) = f(b) + i [f(a) ondei é a unidade imaginaria dos complexos.
2002

Ent&o o valor da expressdp f(k +i) é igual a:

k=1
a) 2002 b) 2001 c) 0 d 1 e) 2002 + 200
Problema 55.
, : . . |a®-3af = 44 P
(Revista Europeia/2008ea e b sdo numeros reais que satis abz3 . Sabendo qué’a b= m - 2, ondem, p eq
sd0 numeros naturais, entdo o valor p + g + ma mu
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14

Problema 56.
(UFC) Seja ¢t 1 um nimero complexo tal qué= 1. Determine o valor numérico da expressao E:

_c c c ¢ c ¢
E= + + + + + .
1-@ 1-¢ ¢ 1-¢ +¢é ¢
Problema 57.

. , 1
(Titu Andrescu)Prove para todo niimero complexdlz; 7 = —— ou| Z+ 1[2 1

NG

Problema 58.
(EUA) Sea, b, ¢ sdio numeros complexos tais que a + b + ¢ 3=/t =| ¢ = 1. Entdo o valor de’a+ I + ¢ é igual a:

a) 0 b) 1 c) -1 d) i e) —i
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Problema 59.

(india) Se z, z, [ C s&o nmeros complexos tais qaet+ z,| =v/3 e| 7| =| z| = 1 Entdo o valor déz, - z,| ¢ igual a:
a)% b) 1 o3 AW 2 e)g

Problema 60.

z,+tz
USA) Sabendo qu¢z,|=|z,|=1 e z .z # - 1. Prove que——2 é um nimero real.
1 2 4% T+
4.7
Problema 61.
(IME) Determine as raizes dé# 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-os no plano complesendoi = J-1.

Problema 62.
(0.C.M. — 2003) Uma lista de nimeros complexosrdist Z,, Z,, ,...... , Z, € um ciclo de comprimento para uma fungéo
f:C-Csez=1(z)2=1z)...7z= f(z,)ezr f(z.
Sejaf(z)=z*+2003 e 7z, Z ,....... » %oz UM ciclo de comprimento 2003. Calcule
2003
[1(f(z)+z) onde o simbolq| indica o produ
i=1
Problema 63.

(0.C.M/1999) Sejama e z nimeros complexos tais que |a| <dzet 1. Mostre que s%.j <1lentdo |z| < 1.
-a

Problema 64.
(USA) Sejaz, =3*+2Z*0 com k= 0,1, 2,...Sabendo que_ z, = a+ bll, entdo o valor da express@aa+ b é igual a:

k=0

a) 1 by 2 c) 3 d 4 e) 5

Problema 65.
(EUA-IME/2008) Sen éum mdltiplo de 4, a soma S = 1 + 2i € 3i... +(n + 1)}, ondei =J-1,é igual a:
a) 1+i
b) n+2
2

n+2-ni
2
(n+D(1-)+2
2
n’+8- 4ni
8

c)
d)
e)

Problema 66.
Sez é raiz do polindmiop(x)=a, X' + g, X'+ ..+ a * g com dR , onde=k 1,2,3,. Prove que o conjugado de
também é raiz.

Problema 67.
(India) Sejak uma constante realzeum nimero complexo tal qye| = 1. Prove qudz+k = |kz+1.

Problema 68.
(AMC/2002) Calcule o numero de pares ordenados (a, cbjn a e b reais que satisfaz a equagdo

(a+ bi)**= a- bi para £/~ -

Problema 69.

97

(IME/2011)Resolva a equa¢ir + ——— = -5, ondez pertence ao conjunto dos niimeros complexos.

(z+3)°
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Problema 70.

(IME/2012) As raizes clbicas da unidade, no conjunto dos rasrmemplexos, sdo representadas por 1, \f € wm ndmero
complexo.

O intervalo que contém de (1 -4

a) (-, -30]

b) (=30, -10]

c) (-10, 10]

d) 10, 30]

e) 30,o]

Problema 71.
(IME/2012) Seja o nimero complexo Z = a + bi, core 80 R (real) ei = /- 1.Determine o médulo d& sabendo que

al = 3(1+ aB).
b° =3(ab- 3

Problema 72.

(USA) Se|z|=1. Calculel22*
blz+

_j para todo nimero complexce b.

Problema 73.
(China-adaptada) Os nlmeros complexpse z, satisfazem|z,+2,/=3 €|z~ z|= & 3Entdo o valor da expresséo

1 Ioga(zl'?z) " éigual a:
10

a) 10 b) 15 c) 20 d) 25 e) 30

Problema 74.

(USA) Sabendo que os nimeros complexsatisfaz tais condigéﬁ: le ( 2)2 + (_%2‘ = . Ent&o o valor dg**° ¢ igual a:
a 0 by 1 c) -1 d) i e) —i

Problema 75.

(Peru) Sejammg, b, c e d reais ndo nulos. Mostre que a eqanéOIr(a+ bD)D<+ c+ d= 0 ndo admite um namero e um
imaginario puro simultaneamente como raizes.

Problema 76.

, 1+i-tgP .

Represente o0 nimero complealee_— na forma algébrica.
—_— | .

tp

Problema 77.

(LIANG — SHIN) Seja um nimero complextal quez® =1;
z z z z
a) Prove que: + + + =2
) W7 107 1vz w2

z vaa z z
b) Supondo # 1, prove gue: + + + =
) Sup P a 1-7 1-72 1-z 17

0

Problema 78.

J3

(TITU ANDRESCU)Sea, b ec sdo nimeros reaisw = —%+i E—)? Calcule o valor de€a+ bw+ cvxf)( ar bw + cv?.

Problema 79.
(TITU ANDRESCU)Se z,, z, e z s@o numeros complexos que satisfaz as seguinteseglaco

2,+2,+2,= 0 e| z=| 3|=| 4= . Prove quezl +z;+Z = 0
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lﬁ :ﬁ_ SECAO DE ESCOLAS MILITARES .

Esta seccdo de escolas militares tem como objetivo principalvee questfes que ja foram abordadas em varios smscu
militares. Mas também aprofundando os seus conhecimeratesnaticos e adquirindo cada vez um raciocinio apurachoae
certa dose de criatividade nas resolu¢cfes de problemas.

Problema 80.
(AFA/94) A solugdo da equagéo 3z — &=- 2i, ondez € um nimero complex@, € o seu conjugadoiga unidade imaginaria,
€ dada por:

a)z=—4+%] b)z=-4—1i
2 2

Q)z=4+1] dyz=4-1

2 2
Problema 81.
(AFA/95) Se w —12+| i= -1, entdow éigual a:

i
a) 143 b) 1+23 ) ‘_1+§. dy 2.3
2 2 2 2 2 2 2

Problema 82.
(AFA/95) Se z = 2 - 5i e w = —1 + 3i, sendo i/=1, ent&o o valor déw| é:
a) 270 b) 290 c) /310 d) 330

Problema 83.
(AFA/1999) Os valores reais de para 0os quais a parte real do niimero complexé—%:z;l € negativa, pertencem ao conjunto
X +i

(intervalo)

a) { 1}
b) {0}
¢ (-1,1)

) (~2.2)

Problema 84.
(AFA/2002) Dado o numero complexdal quez+2 - z— 9= 3|, é correto afirmar que:

a)|4=3/10
b) z= 3/5( cos—+ Dsegfj

c) 7= 9-3i

d) z* :1Li
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Problema 85.

(AFA/2000) A soma dos treze primeiros termos da pregiegeométrica (2i, —2,...), onde k=1, é:

a) 0

b) 2i

c) -2i
d 2i-2

Problema 86.
11 -

(ESFAO/87) SeW 31 i -i| eV =(2+i}, entdo o médulo dg149(W — V) é igual a:
2 2i 3

a) 149 b) 148 c) 147 d) 146 e) 145

Problema 87.
(EFOMM/98) Sabendo-se qug, = (1-i)° e Z, = (1+ 2i)*, o resultado d&, -Z, é:

a) 5+ 22i b) 15+ 22i C) 3+ 24 d) 13- 24i e)i 22

Problema 88.

(EFOMM/1994) As solucdes da equacdez8 + 8E{/§i séo:
a) 2+2/3ie-2 23

by —2+2/3i e- 2 2/3

C) 2+J3i e -2 2/3

d) 2+2/3i e- 2 2/3

e) 2+3i e- 23

Problema 89.

(EFOMM/1994) O mddulo do n° complexo z, tal que iz +Z&—i=0 é:

a)1l b)v/ 2 oW 3 d) 2 e) !

Problema 90.

(EFOMM/2001) Sabendo-se queZ (1 — 2if e Z = (2 + 2i}, o resultado deZ- Z é:

a) 5+ 22i b) 15+ 22i c) 3+ 24i d) 13- 24i ey 8i
Problema 91.

(EM/97) Senda a unidade imaginaria dos nimeros complexos, o valofh@ro naturah tal que (2i)" + (1+1)*" = 64i:
a) 4 b) 5 c) 6 d 7 e) 9

Problema 92.
(EN/93) Considere os niimeros complexos u =1 + i d wF O valor de - v°'é:

a) v b) u c) v—u d) u+v e) u—-v
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Problema 93.
2 93
(ITA/1996) O valor da poténci{;} é:
i

—1+i

a)

N

[N
+

b)
c)
d) (v2)"i

&) (v2)"+i

ot

Problema 94.
(ITA/97) Considere 0os numeros complexos

z=2+iV2 ew=1+i3.

| wersAe 4 | _
m—|22 T+ 6o 2i| , entaom vale:

a) 34 b) 26 c) 16 d) 4 e) 1

Problema 95.
(ITA/87) SejaS a colecdo de todos os nimeros complexague séo raizes da equacdo |z| — z = 1 + 2i, 0Ada unidade
imaginaria. Entdo, podemos garantir que:

s
) seftiatl
0 S=[Lean k=124
0 s

e) S={1+2i; k=123

Problema 96.

(ITA/87) A soma de todas as raizes da equataalz= 0 é:

a) 1 by 2 c) zero d) —¥2i e) 2 ++/3i
Problema 97.

(ITA/87) SejaN o numero de solucdes reais da equacéo sen x =i||2EnBio, temos:

a) N>50 b) N=zero c) N=2 d N=1 e) N>Re& 10
Problema 98.

(ITA/87) Consideranda ew nimeros complexos arbitrarios e u Bz + Z [, entdo o conjugado desera necessariamente:
a) igual a z| | w|.

b) um ndmero imaginario puro.

¢) igual ao dobro da parte real de z + w.

d) igual ao dobro da parte real do nUmefivz
e) diferente da.
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Problema 99.
(ITA/88) Seja a equacdd z a — bi = 0 onda eb séo reais ndo nulos. Sobre as raizes desta equagingsodfirmar que:
a) uma delas é um imaginario puro.

b) os seus médulos formam uma progressao aritmétimée14/|a+ bi.
c) o0 seu produto é um imaginario puro.

d) cada uma tem argumento iguaﬂi@).

e) asuasoma é zero.

Nota: arg ( a + bi) denota o0 argumento do nimero a + bi.

Problema 100.
(ITA/88) O nimero naturai tal que (2i)" + (1+i)?" = —16i, ondei € a unidade imaginaria do conjunto dos nimeros complexos

vale:
a) n=6 b) n=3 c) n=7 d n=4 e) nao existeestas condicdes.

Problema 101.
126 _nild =23
% entdo, podemos afirmar que o dobroiefe vale:
i+t =i =i
a) S+l by 1+3i o 2+ a S+ &) 1-i
4 4 4 4 3 3 8 8 4

(EFOMM/97) Sabendo-se que=

Problema 102.

31 _:110
| I
i13
|

(EFOMM/2002) O quociente de—— é:
a) -1-i b) 1-i c) —1+i d) 1+i e) i

Problema 103.

(EFOMM/2003) Dado o nimero complexZ = 1—i e considerando ser ele uma das raizes da egdcd p = Oo valor
dep é:

a) 8i

b) —4i

c) —8i

d) — 16i

e) —32i

Problema 104.

(ITA/90) A igualdade 1 + |z| = |1 + z|, ondBIL, é satisfeita:
a) paratodo ZIC que Re(z) =0 e Im(z) <O0.

b) paratodo ZIC que Re(zk 0 e Im(z) < 0.

c) paratodo ZIC que |z] =1

d) paratodo ZIC que Im(z) =0

e) paratodo ZIC que |z|] <1

Problema 105.

(ITA/89) O produto dos niumeros complexos z = x jquie tém méddulo igual &/2 e se encontram sobre a reta y=2x-1
contida no plano complexo, é igual a:

6 8.
a) —-——i
5 5
b -2
5 5
o -2-5§
5 5
d 2+2i

€) ndo existe nenhum complexo que pertenca a retaxy- 1 e cujo modulo sejdi.
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Problema 106.
(ITA/92) Considere o nimero complexo z = a + 2bcaigumento esta no intervalo (@2). Sendd o conjunto dos valores de
para os quais’2 um nimero real, podemos afirmar que o produscetEmentos ds vale:

a) 4

4
b) E
c) 8

8
d) ﬁ

e) n.d.a.

Problema 107.
(ITA/93) Resolvendo a equacdd= 2+ z no conjunto dos nimeros complexos, conclui-seesabisolucdes que:

a) nenhuma delas € um namero inteiro.

b) a soma delas é dois.

c) estas sdo em numero de 2 e sao distintas.

d) estas sdo em nimero de quatro e séo 2 a 2akstin
e) uma delas é da forma z = bi comeal ndo nulo.

Problema 108.

(ITA/94) Sejamx ey nlimeros reais com#0, satisfazendo ( x + ik ( x + y)i, entéo:
a) X ey sdo nimeros irracionais.

b) x>0ey<0

c) x éuma raiz da equacadd3xX’ +2x—6 =0

d x<0Oey=z

e) x2+xy+f:§

Problema 109.
(ITA/93) Sejaa o modulo do nimero comple>((2 - 2«/5)10 .Ent&o o valor d& que verifica a igualdad(a4a)X = aé:

10 5 3 1
a) — b) -2 c) — d - e) =
)11 ) )8 )8 )5

Problema 110.

(IME/89) Sejamz ew nuimeros complexos tais qi@=1 e| w # 1. Calcul%lZ __WJ
—w.
Problema 111.

. , 1) | . . .
(IME/88) Sejaz um nimero complexo. Mostre qu+— € um numero real se e somente seum namero real oLz| =1.
z

Problema 112.
(IME/74) S&o dados dois numeros complexas e z,. As partes real e imaginaria de um complexo sadasigpor

Re(z) e Im(z.. Determinez, e z,, sabendo que:
2,+2,=5

4Z+2+14 Re(z )= (

Re(z )= 4 R¢ 7)]

Problema 113.

. . . z+2 ,
(IME/74) Determine o conjunto dos pontpslo plano complexo tais que—— representa um numero real.
+

2(z+])
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Problema 114.

(IME) A parte real de um nimero complexax&-2 e a parte imaginériex\/é. Determine o valor minimo do médulo desse
complexo.

Problema 115.
(IME/2001) Dois nimeros complexos sdo ortogonais se suassmpegdes graficas forem perpendiculares entfereve que
dois niumeros complexos E Z, sdo ortogonais se e somente se:

2,2,+2,2,=0

Problema 116.
(IME/87) Dois numeros complexos & %, ndo nulos, sao tais que [ZZ,| = |4 — Z|. Mostre que £/ Z; é imaginario puro.

Problema 117.
(IME/70) SejaF =+/-15- 8i. CalculeF, escrevendo a resposta sob a forma a + bi,acelminteiros.

Problema 118.
(IME/86) Considere os seguintes conjuntos de nimeros cooglex

A{zOC;|4=1eIm(z> § eB{ Z C;Re(® leIm(2)}.

, 2z
a) Mostre que para cadgpertencente 4, o numero—l pertence 8.
zZ+

. 2z
b) Mostre que cade pertencente B pode ser escrito na forma—l, para algunz pertencente A.
Z+

Problema 119.
(AMAN/2004) Determine todos 0s nimeros naturatsis que:

(1+i)*" +(2i)"-16.i= 0 onde F+/-1

Problema 120.

(AMAN/99) Considere os nimeros complexasis que z+1 =1. Determine o valor maximo do médulo de
z
Problema 121.
iz i
(AMAN/2009) Determine os valores do ntimero complexdiferente de zero, que satisfaz a equafdoi’  z/=1.
i° 0 -z

Obs.:
zéo complexo conjugado de
i € a unidade imaginaria.
Problema 122.

(ITA/2013) A soma das raizes da equacdo enf €17 7 + 16 = 0, tais que z — |z| = 0, é:

a) 1
b) 2
c) 3
d 4
e) 5
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*2.

*9.

*10.
*12.

*13.

*14.

*15.

*24.

*28.

*32

*37.

*38.

*39.

GABARITO

7/ 8 9 10 1p 12 13 14 (5 (16 |17 |18 |19 | 20
zerg * | c b al| b c cl| *| * c| *| *| *| *| b a
21| 22| 23| 24 25 26 2y 28 29 30 Bl P2 |33 |34 |35 36
* d
4

39| 40

41| 42| 43| 44 45 46 7y 48 49 50 bl B2 |53 |54 |55 | 56
d e b b|zerp4 | * |2005 d b| *| d b c e| *| *
61| 62| 63| 64 653 66 6V 68 4 70 V1 |72 |73 |74 |75 | 76

59| 60

79| 80

81| 82| 83| 84 83 86 8/ 88 89 90 91 92 |93 |94 |95 | 96 99| 109

7|18 |d|o 8] <8

101/102|103/104]/105/106/107{108/109/110/111|112|113|114|115|116|117]118]119(120
a a e d + E e *| * _ * *
121]122
* | c
R sp.:——ﬁ.i , —4+—3|
25 25 25 25
31(1+ 2i)
Resp.:z=——W——+
2
Demonstragéo
Demonstragéo
(n+2)-nO
Resp.: ——
a+ra&+ 4 —ar &+ ¢
Resp.:|zméx|=T e | Zui =
Resp.:z:—_Sim e z:—_5i i5/23
24 24
Demonstracao
L (z+) (z+) . .
Resp.:We find z - ﬁ - |W — 2. S0 3 =2 = ... = Bg01. HENce zypo= (1/137 + 2i)/(1/137) = 1 + 274i.
zZ-i zZ-
Resp.: 4+ 2/2
Resp.:z=1+i
n n-2
Resp..r=| ———| e s=| ——
P (n2—2n+2] [r?—ng
uma reta

AN - 14/03/13 - Rv.. TM
0OSG.: 69251/13
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FARIAS BRITO

O T DOBRASILNOITAE NOIME

63 APROVACOES

COMPARATIVO ENTRE AS ESCOLAS CEARENSES

____EscoLA | iTA | IME ] TOTAL |

FARIAS BRITO | 20 | 43 | 63 |
ESCOLA B | : |
SCOLA C ‘
SCOLAD R ) | o) 10
| 03 | 04 |
SCOLAF |01 04 05 |
| 00 | 04 § 04 |

QUANDO VOCE ESCOLHE UMA ESCOLA DE
EXCELENCIA, O MUNDO ESCOLHE VOCE.

FARIAS BRITO
0 MELHOR EM OLIMPIADAS

U
E ESCOLAS MILITARES E TAMBEM.
MELHOR NO ITA € HO IME.
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