TEORIA DAS MATRIZES
Professor Judson Santos

| - DEFINICAO
Denominamodgmatriz realdo tipo mxn (leia: m por n) a toda tabela formada par.n
nameros reais dispostos @minhas en colunas.

134, :
Exemplos: € uma matriz real x 3.
250

€ uma matriz reaBx 3.

P o
N O B
® - O

Il - MATRIZ QUADRADA.
Quando o numero de linhas, e igual ao nimero dmasldizemos que a matriz € quadrada
de ordem.

1 -1 0
Exemploj0 O 1| é uma matriz real quadrada de ord&m
1 2 8

Il - REPRESENTAGAO GENERICA
Para representar uma matriz genéitar (aﬂ ) ., usamos:

mx

Q1 A, Az e By,
— aZl a22 a23 a2n

IV - IGUALDADE DE MATRIZES

A igualdade entre duas matrizes sé existe, se foratnizes de mesma ordem, e se 0s
elementos correspondentes forem iguais.
SeA:(a'ii )mxn eB :(blj )mxnterﬂoS A=B - aij =b'J ' i e DJ '

V - MATRIZ TRANSPOSTA

Dada a matriA do tipom x n denominamosnatriz transpostale A a matriz do tipam x m
cujas colunas coincidem ordenadamente com asslid Indicamos a matriz transposta
por A'. De um modo geral temos:

SeA:(aij) ¥ entéoB:(b,j) _,ondeb; =a

. o i diel).

VI - ADICAO DE MATRIZES

Dadas duas matrizes e B do tipo mxn, a somaA+B é a matrizmxn que obtemos
somando os elementos de mesmo indice das matraéas.d De maneira analoga
determinamos a difereng&— B. Portanto temos:

SeA= (a,.j )mxn eB= (bij )mxn temosA+B=C = (cij )mxn ondec; =a; +b;.
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b )mxn temosA-B=D = (dij) _onded; =a; —by.

SeA= (au ) B= ( 1j mx ij

e
mxn

VIl - PRODUTO DE MATRIZES

Para calcular o produB de duas matrize#A e B iremos efetuar as
multiplicacbes de cada linha depor todas as colunas & Assim, o produtdA\B so vai
existir se numa linha d& e numa coluna dB houver a mesma quantidade de elementos.
Isto ocorre quando o namero de colunasdeigual ao nimero de linhas Be

Considere a matifz= (aﬂ ) de tipomxn e a matrizB = (bjk) de tiponxp. O
produtoAB (também indicado pokB) é a matrizC = (cik) do tipo mx p, cujo termo geral

é dado por:

Ci :Zaij by =a, My, +a, b, + ... +a, b,, O el].
=1

VIII - RESUMINDO AS PROPRIEDADES

AB # BA.
(AB)[C = A[(BC).

(A+B)IC=AIC+BIC, A(B+C)=AIB+AIC.
(kn)B = Ak (B) = k {ALB).

(A) =A

(AB) =B'.A'
(A+B) = A' +B
(kA)' = kA

OBSERVACAO:N&o ¢ valida a lei do cancelamento, isto, sendo AB=AC, com
A# O, ndo podemos concluir que B=C.

TESTANDO SEUS CONHECIMENTOS

Problema 1.

St o Entdo, o valor

8 8 2111 2111
(OMSP — ADAPTADA) Dadas as matrizes {8: 8} e A= [ }

de k é igual a:
a) 26 b) 27 8) 2 d) 29 € 3
resp.: C
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Problema 2.
(UFMG — 2003)Nesta figura, esta representado um qdeado de vérticesABCD:

£

c iy

B=(34)
D={(ab)

-

THA=00) T T

Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos po#t@B saoA = (0, 0) eB =(3, 4).
Entdo, € CORRETO afirmar que o resultado da soma dacoordenadas do vértic® é
1 3
a)-2 b)-1 C)—— d)-— e) -3
) ) ) > ) > )
RESP.: B

Problema 3.

Um batalhdo de Exército resolveu codificar suassagens atraves da multiplicacéo de
matrizes. Primeiramente, associa as letras doedtfadns numeros, segundo a
correspondéncia abaixo numerada:

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

@ IN (oo~ |W ][N (-

©

10
11
12
13

Dessa forma, supondo-se que o batalhdo em questémaenviar a mensagem “PAZ”,

zlz|r ||~ |z |le|m|m|o|o|w >
Ni<[x|s]|<|c|A|w|mlo|v|o

: P A . )
pode-se tomar uma matriz 2 x 2, da forr|£w?: } , a qual, usando-se a tabela acima, sera

(15 1 2 3
dada por:M = 95 0} Tomando-se a matriz-chave C para o codigo, is@):é[l 2},

transmite-se a mensagem “PAZ” através da multipfioadas matrizes M e C, ou seja:

15 1][2 3 31 47 , ,
M.C= ] = ou através de numeros 31 47 50 75 . Dessaform
25 0|1 2 50 75

MATRIZES Professor Judson Santos3



MATRIZES Professor Judson Santos

utilizando-se a mesma matriz-chave C, a decodéicalz mensagem 51 81 9 14 sera
compreendida pelo batalhdo como sendo a transmissgalavra:

a)LUTE b)FOFO c)AMOR YWIDA e)FUGA

RESP.: D

Problema 4.
Considere a matriz mostrada na figura a seguir

Determine A%,
RESP.:

1998 _ 21998 0
A - 0 1998

Problema 5.
(UFRJ)Considere as matrizes:

19941994 1994199 1 -1 .

= eB= .SejaK=AAeBF=BB
19941994 1994199 1

Determine a matriz C =% B — (A + B)(A — B)

Problema 6.

(UFC)A matriz quadrada M, de ordem n > 1, satisfazjuacdo =M —1, onde | é a
matriz identidade de ordem n > 1. Determine, emasrde M e |, a matriz f3

Problema 7.

. 1 2 1 . :
(UFC)Dadas as matrized\ = 3 2 eP= 3 _o|’ determine o0s seguintes produtos
matriciais:
a) P.A.P! b) P.A.P?
Problema 8.

Suponha que B =PA.P. Mostre B'= PL.A™.P, para n€ N'.

Problema 9.

serba cosba

T o cose -sermr)’ (cosSa -serba
Sea | 0,— | prove a identidad =
2 sermy cosa
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Problema 10.

1 -1
(FEI-SP)Dados s numero k natural, multiplo de & neatriz A= {0 } , podemos

afirmar que A= - A é:

Problema 11.
(UFRS)Uma matriz A = (g, quadrada de ordem n, tal qye=e0 sempre que i.j > (i +j).
Caso contrario,jg= 1. A soma de todos os elementos da matriz é:

a) 2n b)2n-1 c)2n+1 dn+1 e)n

Problema 12.

. 0 . .
Dada a matrizA = (1 0 j . Determine a matriz 8%+ 2 A%

Problema 13.

(OMSP) E dada a matria = .Calcular A+ B+ A+ ........ + R°

o O O 9 O
o O 9 O O
o 9 O O O
v O O O O
o O O O O

Problema 14.
Uma matriz A quadrada é dimvolutivaquando A = I. Uma matriz diagonal de ordem 2 é
involutiva. Determine-a

Problema 15.

(UERJ - 2002)Considere as matrizes A e B:

1, sei for par

A =(3a;) é qguadrada de ordem n em aje=
(3)¢d M {—l sei for impar

B=(hj)édeordemnxpem qurg:bji.

a) Calcule a soma dos elementos da diagonal paihdgpmatriz A.

b) O elemento da quarta linha e da segunda colmmaadkiz produto A.B é igual a 4094.
Calcule o numero de linhas da matriz B.

Problema 16.

(UFRJ — 97) Observe a sucessédo de matrizes a segustituida com os nameros impares
positivos:
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1 3 9 11| |17 19

5 7|'|13 15|"|21 23]
a) Determine 0 maior numero escrito ao se compéesata matriz.
b) O niumero 661 aparece na N-ésima matriz. Deteridin

RESP.: a) 295 b) 83

Problema 17.
Considere as matrizes:

A= (an )3><4’ definida pora; =i-j:
B= (b.J )4x3, definida porb, = i -
C:(Cij)1 C=AIB.

Calcule o elementa,,.

Resp.:2

Problema 18.
(UFSC). Seja A= (aij )M e B= (bIj )3x4, duas matrizes definidas poa; =i+ ] e
b, =2i + |, respectivamente. S&[B = C, determine o elemento,, da matrizC.

Resp.:94

Problema 19.
(MACK). Sejam as matrizes a seguir:

A=(a;),,. definida pora, =i’ e B=(p, ), definida porb, = j'. SeC = AB, entéo o

elementoc,,, vale:
a)3 b) 14 39 d) 84 e) 256
Resp.:item d

Problema 20.
. 11
(UFRJ). SejaA = .
01

a) DetermineA®.
1 3
Resp.:
oo 4

b) Se A" denota o produto d& por A n vezes, determine o valor do nimero natirill

que A — A% + A® =|  em que | é a matriz identidade.
Resp.:2 ou 3
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Problema 21.

senx CosX

entdo o produto de uma matriz de rotacdo de angubo outra de angulpresulta em uma
matriz de rotacdo de angulo:

COSX —senx
(UFPB). Sabendo-se que uma matriz de rotacdo dddrg dada po{ J

a)xy b)x+y c)x-y d)y - x ex’ +y’
Resp.:item b
Problema 22.
(FGV-SP). SejaA uma matriz quadrada de orderne | a matriz identidade de ordem Se
A? = |, podemos afirmar que:
a) A°=A b)A® = A C)A® =| d)A® =]
e) a matriz A ndo admite matriz inversa.
Resp.:item a
Problema 23.
o 1 1
(MACK-SP). Comrelagdo a matria=| -1 -1 -1|, a alternativa correta é:
0O 0 1

a) A® =1, b) A?° = A C) A* = A? d) A® = A? e)A® =1,
Resp.:item e

Problema 24.
(SANTA CASA-SP). SA é uma matriz quadrada, define-se traco de A cosmnaa dos

elementos da diagonal principal AeNestas condicdes, o traco da matkiz (a“. )3><3’ onde
a; =20-30, e igual a:
a)6 b) 4 -2 d)—4 & —

Resp.:item e

Problema 25.
(SANTA CASA-SP). Sao dadas as matrizes A e B, quidy, de ordem n e invertiveis. A

solugdo da equacda[X ™ [B™ =1_, ondel , é a matriz identidade de ordem n, é a matriz

X tal que:

a) X =A™ (B bX =BIA™ cX =B LA

d) X =AIB™ eX =B'[A™

Resp.:item ¢

Problema 26.
a b X .

Se A:( dJ eB :( tyj prove que vale a igualdad&B) = B'.A'.
c z
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Problema 27.

: . . (O 1
SeA e B séo matrizes reais de ordem 2 que comutam contri V'Ea1 OJ’ mostre que

AB =BA.

. o 1) _ . a b .
Resp.:As matrizes que comutam com 0 séo do tip b a . Assim, podemos

_ X X, Xg X, )
considerarA = eB= , € assim mostrar quaB = BA.
=X, X =X, X

Problema 28.

. . 2008 2008
Considere as matrize& =

2008 2009 ©
Determine a matri = A> - B> - (A+B)(A-B).

0 1
Resp.:C:( j
-1 0

1 -1 ; 2 2
B= 11l SejaA“ = AA e B° =B.B.

Problema 29.

. i 1 —-4/3 )
Considere a matri = V3 . Determine A?°®®,

J3 o1

/A 3 _ -8 0 _ 2006 — A2 A 2004
Resp.:Veja queA® = 0o -gl° -80,, e portanto, A~ = A“[A
A2006 - -2 - 2\/§ 22004 0 - 22004 -2 - 2\/§

23 -2 0 %0 23 -2

Problema 30.

0, sei =] ,
Considere a matriz real= (g, ), . definida pora, = {51'" o ¢Jj . Determine:

a) AmatrizM = A+ A* + A>.
b) a matrizP = A+ A> + A®+ A" + ...+ A%,

1 10 10 50
Resp.a) M = ;b)) P=
2/5 1 2 10

IX - MATRIZ DIAGONAL
Numa matriz quadrada de tipo nxn, os elementosa; com i=j formam a

diagonal principal. Quando s&do nulos os elememnos ndo pertencem a diagonal
principal, dizemos quA é umamatriz diagonal.
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X - MATRIZ SIMETRICA
Uma matriz quadrada de tiponxn, é chamada matriz simétrica quando é igual a
sua transposta.

XI - MATRIZ ANTI-SIMETRICA.
Uma matriz quadrada do tipo nxn é chamada matriz anti-simétrica quando é igual
a oposta da sua matriz transposta.

Xl - MATRIZ IDENTIDADE

Chamamos matriz identidade (ou matriz unidade) mieron a matriz quadrada
nxn em que os elementos da diagonal principal sdasigua e os demais elementos séo
todos iguais a zero.
Observacédo: Qualquer que seja a ma&rio tipo mxn valem as igualdades:

Al,=A el A=A

Xl - MATRIZ INVERSA
Uma matriz quadradA de ordemn é chamadamatriz inversivel (ou matriz
invertivel) se existir uma matriB tal que AB=BA=1_. Quando existe a matri, ela é

chamada matriz inversa dee a indicamos poA™. Assim:
AAT=ATA=],

TESTANDO SEUS CONHECIMENTOS

Problema 31.
Seja a matriz quadrada de ordem 3 definida por:

logi, sei < j

2,sei 2]
A soma do elemento da primeira linha e da ter@ahana com o elemento da segunda
linha e da primeira coluna é:

a2 b) 4 c) 8 + log2 d) 4 +log3 e) 2 +log3
resp.: B

Problema 32.
(FEI — SP)Qual é o valor registrado n& ¢dluna com a Zdinha do quadrado abaixo
descrito parcialmente?
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MATRIZES Professor Judson Santos

1|2 3]
2 (34|
3[4 |5 |
a) 44 b) 28 c) 54 d) 45 e) 27
resp.: A
Problema 33.
1 ab
. e . a’+b®+c®
SeamatrizM =|a 2 0|ésimétricaek=a+ b + c, entdo a expressdo———¢
ab.c
b k 3
igual a:
a4 b) 3 c)2 d1 e)0
resp.: B
Problema 34.
Sejam f e g funcdes reais de variaveis reais dfsnpor
F(x) = 27199 6 g(x) = 37199% 56 4 matriz A = @ é tal que a= (i) — g(j); para i€

{1, 2,3} ej€ {1, 2, 3}, entdo a soma de todos os elementosatgpdal principal dessa
matriz €:

a) ¥ b) 2/3 32 d) 4/3 e) ¥
resp.. B

Problema 35.
(FUNREI — MG)Uma matriz m x m € chamada de quadradgico quando a soma dos
elementos de cada linha, de cada coluna, da dibgoneaipal e da outra

1 2 3 a

. fN . 5 6 b|,

diagonal(secundaria) s&o iguais. Se a matriz dxdé po 28 ¢ d € um quadrado
r-s t u

. . c+d+t+u . )
magico, entdo———  éigual a:
atb+r+s
a) -3/8 b) -7/32 c) 2/3 d) -5/16
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Problema 36.
(UFPB - 98)
1 0 1 1 4 x -1
A inversa da matrizA=|0 1 O| éa matrizA_1 :E 0 2 0]. Entdo, o valor de
2 3 4 -2 -3 1
X é
a) -1 b) O c) 1 d 3 e) 2
Resp.: C
Problema 37.
Obtenha a matriz inversa, se existir, de:
1 -1 5 7 0o 2
a) A= bA= CA=
) [3 1} A 2 3} A [3 OJ
) ) 1 0 O
d) A= eA={0 2 O
) [_1 1} n
0O 0 3
1/4 1/4 3 -7 0 1/3
Resp.a) A™ = ' b) A™ = ;c) At = ; d) ndo existe a
-3/4 1/4 -2 5 1/2 0
1 0 0
inversa da matria; e) A" =|0 1/2 0 |;
0O 0 1/3
Problema 38.

Sabe-se que a inversa de uma malig A™ = . Determine o elemento da

o O -
o N
P N W

segunda linha e primeira coluna da maiiz

Resp.: c,, = d+A A, :%[ﬂ— 2)=-2, onde A, representa o cofator do elemergp da
e
matriz A.
Problema 39.
2 -1 . 2 5
SendoA= , ache a matriB tal queB[A = .
3 5 3 1
-5/13 12/13
Resp.:B = .
12/13 5/13
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Problema 40.
16 -1 -10

A matriz inversa deM é a matrizM *=|13 -1 -8 |. Determine a soma dos
11 -1 -7

elementos da segunda linha da mditiz

Problema 41.
Prove que sé\* é simétrica queh seja simétrica quer sefaanti-simétrica.

Resp.:

SeA for simétrica, entdd\’ = A= AT [A" = ATA=> (A[A) = AlA= (A2) = A2,
Se A for anti-simétrica, entdoA’ =-A= A" A" =(- A)[{-A)= (ADA)’ = AA=
(A2)" = A2

Problema 42.Prove que sA[A" =0, entdoA=0.
Solucaa
SejaC = ACA". Na diagonal principal d€, temos:

Cu = Zaikbkl = Zaikalk = Zafk , ondeb,, =a,, pois B = AT
k=1 k=1 k=1
Assim, temos:
a’l+a’+ai+..+a’ =0= a2 =a’=a’=..=a’ =0. Assim, todos os elementos da

primeira linha da matriz A, sdo nulos. O mesmo #tamn com todas as outras linhas da
matriz A, pois de modo geral temos:

n n n
Com = D B = D 8@ = D85 =0, ondemO{ 1,23 4, ..., n}
k=1 k=1 k=1
De onde, temos:
ai +a,+tal, +..+a’ =0=> ai =a
Portanto, seAA” =0, , entdoA=0,,.
Problema 43.

2
m2

=a

m3 mn

1 0 i

Considere a matriz complexXd =|0 0 0]. Sabendo qué® = -1, ondei é a unidade
i 01

imaginéria, determine:

aym* ly) 2000 ty) 2005
-4 0 0 (-4 0o o

Resp..a)M*=| 0 0 O [;b)M*= 0 0 o |;
0 0 -4 0 0 (-4
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(-4 o o 10 i
byM>®=M**mM = 0 0 0 000
0 0 (-4 i 01
(_ 4)501 0 (_ 4)501[[|
M2%=| 0 0 0
(_4501Eil 0 (_4)501
Problema 44.

SejamA e B matrizes quadradas de ordemnversiveis. Prove quéB é inversivel e
(AB)* =B*A™.

Problema 45.
SejamA e B matrizes quadradas de ordem Sobre que condi¢cdes vale a igualdade

(A+B)’ = A* + 2AB+B2.

Problema 46.

a
Sob que condicao a matrix = (c

Resp.:b*=c? e (c-b){fa-d)=0

b
dj comutam com sua transposta?

Problema 47.

a b
Calculara e b reais de modo que a matriz ndo nula (b O] verifiqgue a condicéo

A*=A,
Resp.:b=0ea=1

Problema 48.
Determinar as matrizes diagonais 8ec2dem que satisfazem a equagéid = X .

o5 o) o 2o oo

Problema 49.
Seja A uma matriz quadrada de ordem 2, inversivel. Prgue A" é inversivel e

(At )_1 = (A‘l)t. (sugestdolembre queAA™ =1 e que(AB)‘ = BL.A).

Problema 50.
Calcule todas as matrizes quadradas, de orderis 2u@X? =1,.

Resp.:(ﬂ Oj’(l—bc b ]’(—«/1—bc b
0 +1

,ondecdR ebc<1.
c v1-bc c v1- ch
MATRIZES Professor Judson Santos13
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Problema 51.
Calcule todas as matrizes quadradas, de orderis uaXx * = X .
1++/1-4bc 1-+1-4bc
_— b _— b
00 10 2 2
Resp.: , , ) )
00 01 c 1-+/1-4bc c 1++/1-4bc
2 2

ondeb,cOR ebcs%.

Problema 52.

SeA e B sdo matrizes diferentes satisfazemsfo= B® e A’B = B?A. Verifique se a matriz
C = A? + B? possui inversa.

Resp.:A matrizC n&o possui inversa.

Problema 53.

(Provdo — 2001). Se a matNzsatisfazM 2 —2M +1 = O, entdoM ~*:
a) nao existe.

b) é igual 4.

c) é igual av.

d) é igual aM -2I .

e) éigual a2l -M .

Resp.:item e

Problema 54.
(IMO-UNIV-2003). SejanmA e B matrizes reaisixn tais queAB+ A+ B =0. Prove que
AB=BA.

Problema 55.

Considere a matriz quadrada de ordemefinida pora; =1.
111 .1
111 .1

A=l1 1 1 .. 1

1 1 1 .1
a) Mostre queA”* =n[A e A’ =n’[A
b) Prove por indugdo sobpsgque AP* =nP [A

Problema 56.
(OBM - 2003). SejaA uma matriz reahxn
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X+y X X

X X+ X
A= .y .

X X X+y

a) Determine os valores deey, de modo que a matriz seja inversivel.
b) Calcule a matrizA™.

Problema 57.

(CESESP). SejA uma matriz da forma:
&1 8, Gy
a21 a'22 a23
83 85 g

Seja f : R(3x3) - R afungao dada por:
| — R (3x3) é o conjunto das matrizes quadradas de ordem 3.

3
Il- f(A)=c, &,[&,, ondec =Y a,,i=1 2 3.
j=1

Assinale a alternativa falsa:

1 2 -3 111
a)fl|4 5 6 |[=0 bY(|1 1 1||= 27
7 8 O 111
1 2 3 1 3 2 1 2 3 1 2 3
c) fil|4 5 6||=f||4 6 5 dff|7 8 9||=f||4 5 6
7 8 9 7 9 8 4 5 6 7 8 9
1 2 3 1 2 3
e)fl|4 5 6||=f||4 5 9
7 8 9 7 8 6
Resp.:item e
Problema 58.

A matriz quadrada diz-se nilpotente s&” = O, para alguns inteiros positiyp Sep for o
menor inteiro positivo para o quél® = O, entdoA diz-se nilpotente de indige Mostre

15 -2

que A=|1 2 -1]| énilpotente de indice 3.
3 6 -3

Problema 59.

Se A“=0, prove que(l —A)" =1 + A+ A+ + AL
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Problema 60.
Um poliedro de vérticeg\, A,, A,, ..., A; é tal que cada elemento da matviz= (aij )BXB

abaixo, representa a distancia entre dois vertiges A, ou seja ,a; = dist(A A ) com
i,j0{123..8.

0 1 V2 1 1 V2 V3 2
1 0 1 V2 V2 1 J2 43
J2 1 0 1 A3 42 1 42
vo| 1 V2 1 0 V2 4342 1

1 V2 342 0 1 V2 1
V2 1 V2 3 1 0 1 2
V3 V2 1 V2 V2 1 0 1
J2 3 V2 11 Y2 1 o0

Determine o volume desse poliedro.

Resp.: 1

Problema 61.

Uma matrizA é congruente com uma matBzom a mesma ordem se existir uma mariz
nao-singular tal que\ = PBF' .

a) Mostre que sé € congruente corB e B € congruente cort entdoA é congruente
relativamente &.

b) Mostre que sé é congruente corB, entdoB é congruente cor.

Problema 62.
Resolva o sistema de equagfes matriciais:
MAX + NY =M
{ NAX+PY =N
Resp.:
Problema 63.

Nesse problema, encontraremos uma formula fechada @ n-ésimo termo da famosa
sequéncia de Fibonacci.
a) Considere as matrizes:

1+45 1-45 1++/5

11 0
A= M= 2 2 lep=| 2 .
10 0 1-+/5

1 1 2

Prove queA=M [D[M .
b) SendoF, on-ésimatermo da seqiiéncia de Fibonacci, definimos:

F,=0, F=1eF,_,,=F, +F, paran=0.
Prove que, parainteiro positivo,
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An — Fn+l Fn
Fn Fn—l
c) Observe:

A?>=A[A=MDM*[MDM ™ =MDII [DM ™" =MD*M ™,

A’ = A’[A=MD?*M " [MDM * =MD?[I [DM * =MD*M .
A*=A[A=MD*M *[MDM * =MD®*[I [DM ™" =MD*M ™.
CalculandoA" de modo analogo aos ultimos exemplos, demonsge qu

1 EE(H \/EJ" (1—\@}"]

F =—= - .

" 5 2 2
Problema 64.
(OBM-2006). SejamA e B matrizes quadradas de mesma dimensao tais quee tquo
inteiro positivok, (A+ B) = A“ + B*. Prove que s é invertivel entd® é a matriz nula.
Solucéo:
Temos, deA? + B2 = (A+B)’ = (A+B)[{A+B) = A*> + AB+BA+ B?, e assim temos que:
AB+BA=0
Agora, temos:
A*+B%=(A+B)? =(A+B){A+B)? =(A+B){A’ +B2)=A°+ AB? +BA2+B° e assim
temos: AB® + BA’ =0. Como AB = -BA, ent3o:
0= AB? + BA> = AB? - ABA= A[{B? - BA)= A[{B?-BA)=0
Como a matriz A é invertivel, podemos multiplicasgjuerda poA™, de onde obtemos:
B> -BA=0.
Temos, também
A*+B°=(A+B) =(A+B)*[{A+B)=(A> +B?){A+B)= A’ + A°’B+B’A+B%e¢  assim
temos: A’°B+B*A=0. Como AB = -BA, entéo:
0= A’B+B’A=-ABA+B?A=(- AB+B2)A= (- AB+B?)A=0
Como a matrizA é invertivel, podemos multiplicar & direita par*, de onde obtemos:
- AB+B? =0.
assim obtemosAB =BA.
Como AB+BA=0, entdo podemos escrevexAB=0, que multiplicando a esquerda por
A™', obtemosB=0

Problema 65.
Determine a area do quadrado abaixo sabendo que D(%£3,8).

A

B D (13,8)

v
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Problema 66.
(EUA)Calcule a.b sabendo que A(O, 0), B(a, 11), G(B7) sao vértices de um triangulo
equilatero como mostra a figura abaixo:

A

37~

@]

(]

Lo eeee 21

v

>
o
®

MATRIZES NAS ESCOLAS MILITARES

Nesta seccao de escolas militares tem como objetprincipal resolver questdes que ja
foi abordado em vérios concursos militares. Mas tab&ém aprofundando os seus
conhecimentos matematicos e adquirindo cada vez uaciocinio apurado e uma certa

dose de criatividade nas resolu¢fes problemas.

Problema 67.
(AFA-2007).Assinale a alternativa INCORRETA

6
a) SeC=(
9

j, entdoC? é a matriz nula.

L 111
b)SeA==[1 1 1|, entdoA*=A.
111

c) Dada uma matriz quadradando-nula, a operacdd -T', em queT' é a matriz
transposta d&, tem como resultado uma matriz anti-simétrica.
d) A matrizM =(m; ), tal quem; =[if{j +1)], sendoi 0{1, 2,3 e jO{1 2 3}, é uma

matriz simétrica.
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Problema 68.
(AFA-2006). Assinale as sentencas abaixo:
2i .
|. Seja a matrizA=(a; ), ., definida pora, = (Jj ¢ =1 0 elemento da terceira
(i+2]) sei# |

linha e segunda coluna da matriz transposta d8.A é

Il. Seja a matrizB=A- A" (A" é a transposta d& ), ondeA é a matriz quadrada de
ordemn. Entéo, a diagonal principal &€ nula.

] 1 sergd
Il . Amatriz A=
sergd

J é inversivel se’:’;tg+kD7, kOZ.
z 22 log (2z-4)
IV. Se a matrizM =| 4  x (z+1)! | é simétrica, entdo o produto dos
logy y! y
elementos de sua diagonal principal € igual a 36.
E (sdo) falsa(s) apenas:
a)lelll b)llelV c) IV d)lell

Problema 69.

2 1
(AFA-2003). Sejamm e n numeros reais comm#n € as matrizesA{3 5} e

-11 . T P Ly .
B :{ J . Para que a matrimA+ nB seja NAO inversivel € necessario que:

0
a)men sejam positivos. b)m en sejam negativos.
c) n+7m=0. d) n® =7m?.
Problema 70.

(AFA -1998). Se os elementos da matrik,,, sao definidos pora; =2i - j, entdo, o

elementob,, da matrizB = 2" Al A" é:
al b) 7 c) 10 d) 13

Problema 71.
(AFA-2001). As matrizesA, B e C sé@o do tipomx 3, nx p e 4xr, respectivamente. Se a

matriz transposta d&BC) € do tipo5x 4, entao:
am=p bjng =nr Ch+p=m+r dr =n

Problema 72.
: . 1/3 0 .
(EFOMM-2004). SejaA, a matriz inversa da matri@ = U7 1) Determine a soma dos

elementos da diagonal principal da ma#tiz
a) 9/4 b) 4 c) 4/9 d) 5/9 e)—1/9
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Problema 73.

(EEAR-2000). SejamA = (aij ) uma matriz real quadrada de ordem 2 |.ea matriz
identidade também de ordem 2. $¢"“ “r,”" séo as raizes da equacdet (A —r.4) =
n.r, onden é um ndmero inteiro positivo, podemos afirmar que

a)ry+ rp = ap t+ ay b) + 1o =n(y1+ ap)
C)rq . Iy = detA drg . rp, = —n . detA
Problema 74.

(AFA-1995). Dadas as matrizesA = (aij )Bxs e B= (bIj )3x7, ondeg; =2i—j eb; =ilj, 0
elementoc,, da matrizC = (cij )= AL[B é:

a) 74 b) 162 c) 128 ep27
Resp.:item ¢

Problema 75.

(EEAR-2002). O elemento x,, da matriz solugdo da equagdo matricial

11 10 4
3X+|2 4|=| 2 16| é:

6 8 0O 8
a)0 b) -2 c)3 d1
Problema 76.

(EEAR-2002).0 par (x, y), solugéo da equagdo matricial:

X - X 2 13 2x—-4) |
= é
x> y)ly 1) (X*+y* 8

a) (6,+/3) o)t v5,-2) C)[i \E "5j d{_ g gj

Problema 77.

2 -1, . 12 ~ .
(EEAR-2005).Se B = Xy € a matriz inversa dé = 1 4l entdox-y é:
a) 2 b) 1 c)-1 d) 0
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Problema 78.
(CPCAR-2006). Sabendo-se que a matriz quadraflade ordem 2 é dada por
) sei = ]
a =4 2 le B 6 a transposta deA, determine a matrizC, sendo
2i—jsei#]
B{AC' )" =B
1[2 -3 1o -3
a)E 6 -7 by 3 1 cy 2 2 dl,
2 2 -3 1
Problema 79.

10 1 -1
(CPCAR-2003). Sejam as matrizes inversivei»s{O 2} e B:L J. Marque a

alternativa que corresponde a matriz solucdo dagg@BAX = A.

T
VN1 o1 M1 4 11 V1

4 2 4 2 4 2 2
Problema 80.

1 K
(CPCAR-2003). Dadas as matrize# = [K 2] e P a matriz nula de ordem 2. A soma

dos valores d& para os quais existem uma infinidade de matfizete ordem 2 tais que
AM =P é:
a)—2 b)-1 c)0 ) d

Problema 81.

(ESPCEX — 2007)Na figura a seguir, sédo fornecidasoardenadas cartesianas dos pontos
P, e P,. Denomina-s&g o anguloR,OF,

By

O 1 4 -

2 5
Com base nessas informacdes pode — se afirmarvpleradecosd é
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o H3-3 013 0334 ] o4+ 33
10 10 10 10 10

RESP.: E

Problema 82.

(IME — RJ)Determine uma matriz ndo singular P cqutestaca a equacao matricial

o 6 0 1 2
P~A= ,ondeA=
0 -1 5 4

Problema 83.
(ITA) Considere o quadrado ABCD, de diagonal AC dehida pelos pontos (1,1) e
(3,4). Determine as coordenadas dos demais vértias quadrado.

Problema 84.
(RUMO AO ITA)Determine dois possiveis vértices A pa o triangulo equilatero
ABC cujo lado AB é definido pelos vértices: B=(2,3)C = (-1,0).

Problema 85.

(ITA-80) Sejam A, B e C matrizes reais quadradasrdem n e Qa matriz nula, também
de ordem n. Considere as seguintes afirmacoes:

1. AB = BA 2.Se AB=Aéntdo B =C 3. SeA Q, entdo A= Q
4. (AB)C = A(BC)

5.(A—BY=A’—2AB + B

A respeito destas afirmacdes, qual das alternagivweguir é verdadeira?
a)Apenas a afirmacéo 1 é falsa.

b) Apenas a afirmacéo 4 é verdadeira.

c) A afirmacéo 5 é verdadeira.

d) A afirmacdes 2 e 3 sdo verdadeiras.

e) As afirmacdes 3 e 4 sdo verdadeiras.

RESP.: B

Problema 86.

a b
(ITA-83) Seja a matriz A {c d} , ondea = 20+0%9; |y = 2°%%; c =log ;81 e

d =log ;27.
Uma matriz real quadrada B, de ordem 2, tal queeABmatriz identidade de ordem 2 é:
_ 3
2 ——
a) mg§27 | ZsJ d) >
L %94 _3 log, 5
2
_3 2 log,5 3log- 81
b) _E e 9 gﬁ,
\/é 5 5 _2I09281
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c)| 2
, _5
2
RESP.. C

Problema 87.
(AFA —1986)Uma figura geométrica tem 4 vérticeg: &, Az, As. Forma-se a matriz A =
(&), onde g = dist(AA)), 1<i, j <4 e obtém-se:

0111
1 011
1101
1110
Podemos afirmar, entdo, que tal figura é um:
a) quadrado b) losango C) trapézi d) tetraedro
RESP.: D
Problema 88.
1 2 -1
(ITA-SP)SendoA=|{0 -3 2 |. Calcule o elemento da terceira linha com a pranei
3 -1 -2

coluna da matriz inversa.

Problema 89.

(IME)Considere uma matriz A, n x n, de coeficiemeais, e k um numero real diferente de
1. Sabendo-se que®*A k.A. Prove que a matriz A + | é inversivel, orldé a matriz
identidade n x n.

Problema 90.

(ITA-94) Seja A uma matriz real quadrada de ordezrBh= | — A, onde | denota a matriz
identidade de ordem n. Supondo que A é inversiidgmpotente (isto é%= A) considere
as afirmacdes:

1. B é idempotente 2. AB = BA 3. Bwersivel

4. N+ B = 5. AB é simétrica

Com respeito a estas afirmagdes temos:

a) Todas sao verdadeiras

b) Apenas uma € verdadeira

c) Apenas duas séo verdadeiras

d) Apenas trés sdo verdadeiras

e) Apenas quatro séo verdadeiras

Problema 91.
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(ITA-94) Sejam A e P matrizes reais quadradas derom tais que A é simétrica (isto € A
= A) e P é ortogonal (isto €, P.2| = P'.P), P diferente da matriz identidade. Se B'/ARP
entao:

a) AB é simétrica b) BA é simétrica c) det Alet B

d) BA=AB e) B é ortogonal

Problema 92.

(ITA-95) Dizemos que duas matrizes nxn A e B sdnedkantes se existe uma matriz nxn
inversivel P tal que B =P.A.P. Se A e B sd0 matrizes semelhantes quaiseio

a) B é sempre inversivel

b) se A é simétrica, entdo B também é simétrica

c) B? é semelhante a A

d) se C é semelhante a A, entéo BC é semelhante a A

e) det\l — B) = detpl — A), ondeA é um real qualquer

Problema 93.

(ITA-95) Sejam A e B matrizes reais 3 x 3.t8&) denota a soma dos elementos da
diagonal principal de A, considere as afirmacoes:
()] tr(A) =tr(A).

[(IN] Se A é inversivel, entaw(A) # 0.

[(1ID] tr(A + AB) =tr(A) + Atr(B), para todo\ O .
Temos que

a) todas as afirmacdes sdo verdadeiras.

b) todas as afirmacdes séo falsas.

c) apenas a afirmacéo (I) € verdadeira.

d) apenas a afirmacdo (Il) é falsa.

e) apenas a afirmacéo (lll) é falsa.

Problema 94.
(ITA-77) Sejax :(1 mj uma matriz quadrada 2x2 onahe um namero inteiro qualquer.
01

Se P =&;) € uma matriz definida por PX" + X"~ 1+ X"?+ . + X, onde n € um ndmero
inteiro positivo (1 = 1), entdo podemos afirmar que:

a) um elementa; da matriz P é igual m.n.(n + 1)/2

b) um elementa; da matriz P € igual@.n.(n — 1)/2

c) um elementay; da matriz P é igual am.(m— 1)/2

d) P é uma matriz cujos elementos sédo todos istes®) e somente sB.é par.

e) nenhuma das respostas anteriores

Problema 95.
(IME — RJ)Determine uma matriz ndo singular P qatstaca a equacao matricial

4 6 O 1 2
PA= ,ondeA=
0 -1 5 4
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Problema 96.
(ITA-96) Sejaa 1 J,a> 0 ea# 1 e considere a matriz
log, (3a) log,, (3a)*
A= loga@ - log, (@)
log, 1 log,, 1

Para que a caracteristica de A seja maxima, o dal@deve ser tal que:
a)az10 ea#1/3 bz 10 eaz1/3
c)azb5 ea% 10 daz2 ea#.3
e)az2 ea# 410

Problema 97.

(ITA-96) Considere A e B matrizes reais 2x2, agiis. Das afirmagfes abaixo assinale a
verdadeira. No seu caderno de respostas, justifigdiemacao verdadeira e dé exemplo

para mostrar que cada uma das demais é falsa.

a) Se A é ndo nula entdo A possui inversa
b) (AB)' = A'B'

c) det (AB) = det (BA)

d) det £ = 2det A
e)(A+B)A-B)=K-PF

Problema 98.
: . . : 3 -1
(ITA-96) Sejaa [1 [ e considere as matrizes reais 22< 1 ¥ e
7a—1 8a—3
B= .
O produto AB sera inversivel se e somente se:

a)a’—5a+620 bja?— 5% 0 cla®—3a#0
da?—2a+1#0 eg’—2a#0

Problema 99.

(ITA-97) Considere as matrizes
20 1 -1 0 1

A=/0 2 0| € B=|0 -2 O
102 1 0 -1

SejamAg, A1 €A, as raizes da equacéo det (Als) = 0 comAp < A1 < A, Considere as
afirmacoes

MATRIZES Professor Judson Santos25



MATRIZES Professor Judson Santos

(|) B=A —)\0|3
(I B =(A-Ml3z)A
(1) B = AA =Azl3)
Entao
a) todas as afirmacgdes sao falsas.

b) todas as afirmacgdes séo verdadeiras.
c) apenas (l) é falsa.

d) apenas (ll) é falsa.

e) apenas (lll) é verdadeira.

Problema 100.
(ITA-98) Sejam as matrizes reais de ordem 2,

2+a a 1 1
A= e B=
1 1 a 2+a

Entdo a soma dos elementos da diagonal princip@®Bje * é igual a:
a)a+1 b) 4(+ 1) c) (5 +&+a’)l4
d@+a+ad)d e)(5+a+a)?

Problema 101.
(ITA-99) Sejamx, y ez numeros reais com# 0. Considere a matriz inversivel

x 1 1
A=y 0 O
z -1 1

Entao:

a)A somadostermosdaprimeiralinhadeA™ *éigualax+ 1
b) A somadostermosda primeirdinhadeA™*é igual a 0
c) A somadostermosdaprimeiracolunadeA™*éigual a 1
d) O produtodostermosdasegundéinhadeA™ *éigualay
e)Oprodutodostermosda terceir@olunadeA™ *éigualal

Problema 102.
(Escola Naval). Considere as matrizes:

A= (aij )3x4, definida pora, =i-j.
B =(p, ),.,. definida porb, =2’

C= (Cii ), tal queC = AB.

Qual o elementa,,?

a)-1 b) 0 c) 3 d)—2 &) 2
Resp.:itemd
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Problema 103.

1
= 0
(ITA —87) Considere P a matriz inversa da matrizokideM = % A soma dos
= 1
7
elementos da diagonal principal da matriz P é:
9 4
a) — b c)4 % e)5
) 2 )5 ) )
resp.: C
Problema 104.
(ITA - 93)Sendo:
1 2 -1
A=|0 -3 2 |Entdo o elemento da terceira linha e primeira colde sua inversa,
3 -1 -2
sera igual a:
a)5/8 b)9/11 c)6/11 d)-2/13 e)1/13
resp.: B
Problema 105.
1 2 3
(ITA—-93) Seja Aamatriz3x3dadapaAr=|1 0 0| Sabendo — se que B é a inversa
301
de A, entdo a soma dos elementos de B vale:
a)l b)2 c)5 d)o e)-2

resp.: B

Problema 106.

(ITA) Sejam M e B matrizes quadradas de ordemsxgae M — M* = B. Sabendo que 'M
= M~ ! podemos afirmar que:

a) BPéamatriznula. b)B—-2I. c)B é simétrica.

d) B é anti-simétrica  e) n.d.a.

resp.: D

Problema 107.
(ITA) Sejamm en nimeros reais com# n e as matrizes:

2 1 -1 1
A= ,B= :

35 0 1
Para que a matrimA + nB seja nado inversivel é necessario que:
a) m en sejam positivos of) = 7n?

b) m en sejam negativos e)n.d.a
¢) men tenham sinais contrarios
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resp.: C

Problema 108.

(ITA). Uma matrizA nxn € nilpotente seA" =0 para algum inteiro positiva. Dé
exemplo de uma matriz ndo-nu2 2 nilpotente.

0 2007
Resp.: A=
0 O

Problema 109.

(ITA). Uma matriz realnxn A que satisfaz as relacGe8A’ = ATA=1 é chamada
ortogonal.

a) Dé exemplo de uma matriz ortogo2ad 2, distinta da matriz identidade.

b) Encontre a matriz ortogonal get 2.

¢) Mostre que o produto de duas matrizes ortoganhaima matriz ortogonal.

d) Mostre que a inversa de uma matriz ortogonah& mnatriz ortogonal

Problema 110.
(ITA). Construa matrizef eB, 2x2, sem coeficientes nulos, e tais gdB=0.

0 a d e
Resp.:A= eB= , Observe queA[B =0,
0 b 00

Problema 111.

1 0
(IME-86). SejaA= ( j .
-11

a) Encontre todas as matriz&s2x 2, que comutam corA.
b) Calcule A™.

10
c) Mostre queA® =2A—1 , ondel = (0 J.

d) Encontre a formula para" em funcéo dé el, e calculeA'.

Resp.:

0 10 1 0
a) B= a . b)) At= . C)A* = e assim, A*=2A-1; d)
cC a 11 -2 1

A" =nA-(n-1)0.
1 O 10 1 0
Assim, temos:A® =100 -99 = .
-1 0 01 -100 1

Problema 112.
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. . 1 0 2
(IME-81). Determine a matri#l tal gqueHA =B onde A= (2 1 3} eB=

N W b
O Fr N
A~ O O

Resp.:H =

N B O
o Fr N

Problema 113.

(ITA). Mostre que se a terceira linha de uma matnizn A € quatro vezes a primeira
linha, entdo a terceira linha @@ é também igual a quatro vezes a primeira linhalcB
uma matriznx p.

Problema 114.
(EFOMM). Sejaf :R - M, (M,: conjunto das matrizes quadradas de ordem 2)idafin
Entéo:

por:

2 —
fit- (t ! tj

1 2

a) f(t)= f(t-1) paratodat OR.

b) f(md)=m¥(t) paramOR etOR.

c) f(t) nunca é a matriz nula.

d) f(t+s)=f(t)+ f(s), comtOR esOR.

e) existet OR tal que f (t) é a matriz identidade.

Resp.:item ¢

Problema 115.
(AFA). Define-se distancia entre duas matrizes (aﬂ) eB= (b,j) quadradas e de mesma

ordem n pela formula:
d(A,B)=max‘ a; —b, ‘ ondei,j= 123 .., n.
. A ) 1 2 5 6) .
Assim, a distancia entre as matrizks eB= é:
8 4 13 8
a)-5 b) -3 ) Oc d)3 e)b

Resp.:item e
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