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FO1
Coordenadas na reta

Uma reta diz-se orientada quando sobre ela se escolheu um sentido de percurso,
chamada positivo; o sentido inverso chama-se negativo. Numa reta orientada, diz-se
que o ponto B estd & direita do ponto A (portanto que o ponto A4 estd & esquerda de
B) quando o sentido de percurso de 4 para B é positivo.

Um eixo é uma reta orientada na qual se fixou um ponto O, chamado a origem.

Todo eixo E pode ser posto, de modo natural, em correspondéncia biunivoca
com o conjunto R dos nimeros reais. A origem O do eixo faz-se corresponder o
nimero zero. A cada ponto X de E & direita de O corresponde um ndmero real
positivo x, a saber, a disténcia d(0, X) de X & origem O. Aos pontos situados &
esquerda de O correspondem nimeros reais negativos, cujos valores absolutos medem
as distdncias desses pontos & origem.

Assim, ao ponto X em E corresponde o ndmero real x tal que x=d(0, X) se

X estd a direifade O e x=—d (0, X) se X estd & esquerdade O.

Se ao ponto X do eixo E corresponde, da maneira acima indicada, o ndmero
real x, diz-se que x é a coordenada do ponto X .

E - +
0

A seta indica o sentido de percurso sobre o eixo E, cuja origem é o ponto O,

>

os pontos & direita de O t&m coordenadas positivas; os outros, negativa

Dados os pontos X e Y sobre o eixo E, se suas coordenadas sGo x e y
respectivamente entdo a disténcia do ponto X ao ponto ¥ é

d(X.Y)=|x-y|=]y-x,

isto é, tem-se d(X,Y)=x-y se x>y e d(X,Y)=yp-x se x<y.

Para provar esta afirmacéo, lembraremos que a disténcia entre os pontos 4 e B
é um ndmero d(4,B)>0, que d(B, A)=d(B, A) equese 4, B e C sdo pontos sobre

a mesma reta e B estd entre 4 e C entdo

d(4,C)=d(4,B)+d(B,C)

Se X =Y, entdo ndo hd o que provar. Suponhamos, inicialmente, que X esteja &
esquerda de Y, ou seja, que x<y.Hd 3 casos a considerar:
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1) X e Y estGo a direita da origem, isto é, O<x<y;
2) X e Y estdo & esquerda da origem, ou seja, x<y<O;
3) X e Y estdo em lados opostos da origem, logo x<O<y.

Y% X Y

1° Caso
X Y Q 2° Caso
X Q Y 3° Caso

Provando que d(X,Y)=|x-y|.

- No primeiro caso, X estd entre O e Y. Além disso, tem-se d(0, X)=x e

d(0,Y)=y . Segue-se que
d(0, X)+d(X,Y)=d(0,Y),
donde d(X,Y)=d(0,Y)-d(0, X)=y—x=|y—x.

- No segundo caso, Y estd entfre X e O, sendo agora d(O, X):—x e

d(0,Y)=-y . Entdo
d(0,Y)+d(Y, X)=d(0, X)

logo d(X,Y)=d(Y, X)=d(0, X)-d(0,Y)
:—x+y:y—x:|y—x|.

- No terceiro caso, O estd entre x e y, com d(O, X) =—x e d(O, Y) =y . Entdo
d(X, Y)=d(X, O)+d(0, Y):—x+y:|y—x|.
Se X estiver & direita de ¥ a demonstragéo se faz de modo andlogo.

Exemplo 1. Sejam 4, X e Y pontos de coordenadas @ x e y respectivamente, no

eixo E. Diz-se que Y é o simétrico de X relativamente 4 quando 4 é o ponto
médio do segmento cujas extremidades sGo X e Y. Ou se tem x<a<y com
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a-x=y-a, ou y<a<x com a-y=x—a. Em qualquer caso, conclui-se que
y=2a-x. A funcéo s:E— E, que associa a cada ponto X do eixo E o seu

simétrico ¥ em relagcdo a 4, chama-se a simetria (ou reflexdo) em torno do ponto 4.
Se X' é outro ponto de E com coordenada x' tem-se

d(s(X),(X‘))=|2a—x—(2a—x’)|=|x'—x|=d(X, X')

A igualdade d(s(X), s(X‘)):d(X, X"), vélida para quaisquer pontos X, X'

se exprime dizendo que a funcdo s:E — E preserva as distdncias, ou € uma isometria
de E.

Exemplo 2. Outro tipo de isometria de um eixo E sdo as translacdes. Uma translacdo
t:E— E é determinada por um nimero a. A cada ponto X de coordenada x em

E, t faz corresponder o ponto #(X), de coordenada x+a. Se X' é outro ponto de

E, de coordenada x', temos
d(l(X),t(X'))=|x+a—(x'+a)| =|x—x'| =d(X,X’).

Portanto ¢ preserva disténcias. Um caso particular de translagéo é a funcéo
identidade 7(X) =X, que corresponde a tomar a =0 na definicdo acima.

Uma simetria s e uma translacdo ¢ do eixo E sGo ambas isometrias mas hd duas
diferencas cruciais entre elas: a primeira é que s inverte enquanto ¢ preserva
orientagdo. Se X estd & esquerda de X' entdo s(X) estd & direita de s(X")

enquanto ¢(X) estd & esquerda de 7(X"). A segunda diferenca é que s possui um
Unico ponto fixo: S(X)=X se, e somente se X = A . Por outro lado, uma translacéo

t ndo possui pontos fixos (isto é, tem-se #(X)# X ) exceto quando ¢ a funcéo

identidade, e neste caso todos os pontos de E séo fixos.
Coordenadas no Plano

Indica-se com R’ o conjunto formado pelos pares ordenados (x, y), onde x e
y s@o nUmeros reais.

Dados (x, y) e (x',»') em R?, tem-se (x, y)=(x', »') se, e somente se, x=x'
e y=y'. O ndmero x chama-se a primeira coordenada e o nimero y a segunda
coordenada do par (x, y). Observe, por exemplo, que os pares ordenados (2,3) e

(3,2) sao diferentes pois a primeira coordenada de (2,3) é 2 enquanto que a
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primeira coordenada de (3, 2) é 3. Por outro lado, os conjuntos {2,3} e {3,2} sao

iguais pois um objeto pertence a um deles se, e somente se, pertence ao outro.
Portanto, um par ordenado néo é a mesma coisa que um conjunto com 2 elementos.

No par ordenado (x, y) pode-se ter x=y mas se {x, y} pode-se ter x=y mas se

{x, y} é um conjunto com 2 elementos tem-se necessariamente x # y .
YA

0 X

Sistema de eixos orfogonais

Um sistema de eixos orfogonais num plano IT é um par de eixos OX e OY,
tornados em I, que s@o perpendiculares e m a mesma origem O. Diz-se que o eixo
OX é horizontal e o eixo OY é vertical.

Um plano IT munido de um sistema de eixos orfogonais pde-se, de modo natural,
em correspondéncia biunivoca com R*. Dado o ponto P do plano, baixamos por ele
paralelas ao eixos OY e OX . Essas paralelas cortam os eixos em pontos cujas
coordenadas sGio x e y respectivamente. Ao ponto P do plano I1 faz-se entdo

corresponder o par ordenado (x, y)e R*. Reciprocamente, a cada par ordenado
(x, y)e R* corresponde o ponto Pell, intersecio da paralela a OY tracada pelo

ponto de coordenada x com a paralela a OX tracada a partir do ponto de OY cuja
coordenada é y. Os nimeros x e y chamam-se as coordenadas (cartesianas) do

ponto P relativamente ao sistema de eixo orfogonais fixado: x é a abscissa e y a

ordenada de P.
No que se segue, a menos que seja feita explicitamente uma mencdo em
contrdrio, admitiremos que foi fixado um sistema de eixos ortogonais no plano, que

assim se identificada a R*. Cada ponto P=(x, y) do plano passa a ser a mesma

coisa que um par ordenado de nimeros reais.

Os eixos ortogonais decompdéem o plano em quatro regides, chamadas
quadrantes. Tem-se o primeiro quadrante, formado pelos pontos que t&m ambas
coordenadas positivas. No segundo quadrante, a abscissa é negativa e a ordenada é
positiva. No ferceiro, abscissa e ordenada séo ambas negativas. No quarto quadrante,
os pontos tém abscissa positiva e ordenada negativa.
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YA
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Coordenadas cartesianas e quadrantes no plano.
Evidentemente, os pontos do eixo OX das abscissas tém coordenadas (x, 0) e no
eixo das ordenadas OY os pontos sdo da forma (0, y). O ponto O, origem dos
eixos, tem coordenadas (0, 0) .

Embora utilizemos neste livro exclusivamente sistemas de eixos ortogonais, isto ndo
é uma necessidade absoluta da Geometria Analitica.

Dados dois eixos concorrentes quaisquer, o processo acima descrito permite
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e pares ordenados
de nimeros reais. Na maior parte dos casos ndo hd motivos para se optar por um
sistema de eixos ndo-ortogonais mas hd algumas situagées em que isto pode ser
vantajoso. E possivel desenvolver a Geometria Analitica usando eixos que formam
dngulos diferentes de 90°. Tal modificac@o afeta todas as propriedades ligadas ao
conceito de distdncia. Outras propriedades (por exemplo, as relacionadas com
colinearidade) néo séo afetadas por esta mudanca.

Y

/0 ; X

Coordenadas cartesianas ndo-regulares.
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O uso de um par de eixos (ortogonais ou ndo), ndo é a Unica maneira de se
estabelecer correspondéncias entre pontos do plano e pares ordenados de nimeros
reais. No sistema de coordenadas polares usa-se um Unico eixo OX .

Distancia entre dois pontos

Dados os pontos B =(x, ») e P, =(x,, y,), queremos obter a expressdo da

disténcia d (B, P,) em termos das coordenadas de P, e P, . Para isso, introduzirmos o

novo ponto Q0 =(x,, y,).

Rl R e

>
>
X

Como R P,Q é refangulo. Sua hipotenusa mede d (P, P,) e seus catetos medem |x, —x,| e

‘)ﬁ _yz‘ .

Como P e Q tém a mesma ordenada, o segmento BQ é horizontal (paralelo ao
eixo OX ). Analogamente, o segmento P, Q é vertical (paralelo a OY ). Portanto P, P,
é a hipotenusa do tringulo reténgulo B, P, Q . Pelo visto na secdo 1, os catetos deste

tridngulo medem |x1 —x2| e |y1 —y2|. Resulta entdo do Teorema de Pitdgoras que

d(B, P)=\(n-%) +(5-0)

Divisdo de um segmento

O ponto C divide o segmento 4B em uma razGo k, ou seja %:k, as

coordenadas de C séo
x,=(-k)-x,+k-x,
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Ye=(=k)-y, +k-yy,
onde A(x,.y,), B(xy,y,) e C(x..¥.).

Caso k :% , chamaremos o ponto C de ponto médio.

Exercicios

01. Determine a disténcia entre os pontos:
a)  A4(2,3) e B(5,7)

b) 4(-1,0) e B(11,5)
o) A(-1,-3) e B(4.2)
d)  4(-3,2) e B(54)

02. (UnB) No plano carfesiano, os pontos 4=(0, 0), B=(10, 5) e D=(6, 12) sdo

vértices do paralelogramo ABCD . Determine a soma das coordenadas do vértice C .

y

03. Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento 4B em trés parfes
iguais, onde 4(1,4) e B(-5,1).

04. Demonstre que as coordenadas do baricentro de um trigngulo de vértices

A(x,54) 1 B(%,7,) e C(x.y.) édodo por G[X”H;b”" ,y”+y3b+y"].

05. (UnB) Um triéngulo inscrito num circulo tem dois vértices (3,9) e (11,3) sobre

pontos extremos de um dos didmetros. O tferceiro vértice estd colocado de tal
modo que a altura & do tringulo seja a maxima possivel. Se (x;, ») e (x,, ¥;)

s@o as possiveis solugdes para o 3° vértice, calcule x; +y, +x, + 5 .
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06. (PAS-UnB) O diagrama a seguir representa o mapa da regido central de uma
cidade planejada. Cada quadradinho simboliza uma quadra cujo lado mede
100m e cada linha representa uma rua. No sistema de coordenadas cartesianas

tracado, de origem C, o par ordenado (x, y) representa o ponto que esté a x
metros da origem, no sentido do oeste(O) para o leste (L), e a y metros da
origem, no sentido de sul (§) para o norte (N). Os pontos 4 e B simbolizam

duas escolas publicas e a origem C representa a estacdo rodovidria.

oA

D
nnl

tg__

Admitindo a cidade plana, julgue os itens que se seguem.
(1) Considere que um passageiro, ao desembarcar na rodovidria com a intencdo
de chegar ao férum, tenha recebido a seguinte orientacéo: caminhe 500m

para leste; depois, 400m para norte; e 900m para oeste; em seguida 600m
para sul e, finalmente, 100m para leste. Nessas condicées, é correto concluir

que o informante poderia ter indicado um trajeto mais curto para que o
passageiro chegasse ao férum, como, por exemplo, caminhar 500m para

oeste e 400m para sul.

(2) Se a prefeitura localiza-se em (=900, 300) e a biblioteca municipal em
(300,-900) , entdo a distdncia, em linha reta, entre esses dois locais pUblicos
é superior a 1.800m .
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F 02

Alinhamento de 3 pontos e drea de um triéngulo
Sejom A(x,,v,), B(xz.y5) € C(x¢c,yc) trés pontos de um plano cartesiano.

Sendo D o determinante obtido por

xy vyl

D=|x; yp 1|, tem-se que:

xe ye 1

*D=0< A4, B e C sdo colineares;
*D#0< A, B e C sdo vértices de um tridngulo cuja drea S é dada por:

s=1Ip|
2

Exercicios

01. Sendo 4(0,0), B(3,4) e C(-5,12), julgue os itens a seguir.

(1) O perimetro do triangulo ABC é igual a 2(4+\/5).
(2) A drea do triingulo 4BC é igual a 56u.a. .
(3) O ponto (0,7) pertence ao lado BC .

02. Calcule a drea do pentdgono ndo-convexo ABCDE da figura.

Ay
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03. Julgue os itens a seguir.

(1) Se os vértices de um fringulo de drea Sua. sdo A(5,-3), B(x,2) e
C(-1, 3), entdo x éigual a 5/3.
(2) Se o baricentro do trigngulo OPQ da figura é o ponto (3,2), entdo o

segmento PQ tem medida menor que 10 .

0 | P

(3) Se os pontos 4(3,5), B(l,-1) e C(x,—16) perfencem a uma mesma reta,

entdo x é um nUmero inteiro.

(4) Em um sistema cartesiano ortogonal, a drea do quadrildtero de vértices
4(0,0), B(2.5), C(4,6) e D(6,0) éigual a 44

(5) Os vértices de um triéingulo sdo os pontos A(l, k), B(3, O) e C(2, 1); M é

o ponto médio de 4B e N é o ponto médio de BC . Se a drea do tringulo
MCN éigual a 0,2u.a., entdo k éigual a 18/5.

04. Calcule a drea do pentédgono convexo cujos vértices sdo (0, O) , (6, 6) , (5, 1),

(16) e (5 8).
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F 03

Uma equacéo da refa é uma equacdo que relaciona a abscissa (x) e a ordenada

(y) de tal forma que todo par (x,y) que satisfaz a equacdo pertence & mesma retfa.

Equacéo geral da reta

A equac@o a-x+b-y+c=0 é conhecida como equacdo geral da reta.

Como dados dois pontos distintos determinam uma Unica reta, podemos
determinar a equagdo geral da reta que passa pelos pontos 4 e B aplicando a
condic@o de alinhamento, como no exemplo seguinte.

Exemplo:
Determine a equacdo geral da reta que passa pelos pontos (2,3) e (1,4)2

Resolucéo:
Sendo (x,y) um ponto pertencente a tal reta, este ponto juntamente com os

pontos (2,3) e (1,4) s@o colineares. Aplicando a condicdo de alinhamento temos:

x y 1
2 3 1j=0
1 41

3-x+y+8-3-2-y-4.-x=0
x+y—-5=0.

Equacéo reduzida da reta

A equaco y=m-x+n é conhecida como equacdo reduzida da reta, onde os

coeficientes m e n sdo conhecidos como coeficiente angular e coeficiente linear,
respectivamente.

Inclinacéo

A inclinagéo de uma reta é o dngulo formado entre o eixo das abscissas no
sentido positvo e a reta, medido no sentido anti-hordrio.

11
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Observando a figura a seguir temos notamos que m =tga. , pois:
Ay

>
>
X

tgo =

y=ya=tgafr-x,)

y=tgo-x+(y,—tgo-x,),

ou seja, o coeficiente angular é igual a tangente da inclinacéo.

"y
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Outro meio de se obter o coeficiente angular é através de dois pontos distintos
pertencentes a reta. Desta forma temos:

yl\

R

tga =

Ay

Y2 =N

Xy =X
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01.

02.

Determine a equacédo geral da reta que passa pelos pontos:

a (12) e (3,5)
b) (21) e (3,-5)

Exercicios

(Unifor CE) Na figura abaixo tem-se um tringulo equildtero de lado 6 e cujos

vértices 4, B, C situam-se sobre os eixos cartesianos.

C

v

A equacdo da reta suporte do lado BC é

[o9]

03. (UFPB PB) Determine a equacéo da reta cujo gréfico estd representado no plano

cartesiano ao lado.

y

04. (UERJ RJ) A drea do triangulo formado pela reta 3x+4y—12=0 com os eixos

coordenados vale:
a 6

b) 8
o 9
d 10
e) 12

13
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05. (UFF RJ) Determine a equacdo da reta r, representada na figura abaixo, sabendo
que 04=0B € AB=52 .
A

y

ANE

»
»

A
o \ X
06. (Unifor CE) Considere a reta r, representada na figura abaixo.

y
30°

Sua equacdo é:

x/§x+y:1+\/§

a)

b) Bx-y=1-43
) x/gx+y:—1—\/§
d) \/gx—yz—l—i-\/g
e) x/gx+y:\/§

07. (Unifor CE) Andlise a figura abaixo
y

O coeficiente angular da reta 7 é

14
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08.

09.

2
1
b) - 3
o 1
d 2
e) 3

(EFEl MG) Uma refa 7 fem inclinacdo de 135° e passa pelo ponto P(3,5).

Determine a equacdo da reta 7, que é perpendicular & reta # e passa pelo ponto

Q(5,3).

(PUC - RG) A d4rea do trapézio determinado pelas retas x=3; y=4; x=0 e

y=x é
a 7,5
b) 7
o 6,5
d 6
e) 5,5

15
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F 04

Equagdo segmentdria da reta

Sejom p e g os pontos em que a refa 7 infercepta os eixos cartesianos. A
equacdo segmentdria da reta » é dada por

£+l=1
q

o
i)
=Y

A partir do equacéo geral da reta podemos chegar a equacé@o segmentdrica da
seguinte forma

ax+by+c=0
ax+by=—-c

a b
_.x+_.y:]

Equagéo paramétrica da reta

As equagdes paramétricas sdo equagdes que relacionam as coordenadas através

de um pardmetro, ou seja, outra varidvel nos ajuda a calcular uma abscissa e uma
ordenada.

16
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A equacdo paramétrica de uma reta é dada por

x=a,-t+b,

y=a,-t+b,’

Onde a,, a,,b, e b, séo coeficientes e ¢ é o pardmetro.

Na equacdo paramétrica da reta o par ordenado (bx,by) pertence a reta e os

coeficientes a, e a, sGo iguais a a, =k-cosa. e b, =k-seno, onde a & inclinagGo

da reta e k& depende do pardmetro, ou seja, podemos escolher o parémetro de tal
modo que a, =cosa e b, =sena. Deste modo, sendo r uma reta que passa pelo

ponto (xo,yo) e possui inclinacdo o poderd ter a seguinte equacdo paramétrica

X=Ccosa-f+Xx,

y=sena-t+y,

Para se obter a equagdo reduzida da reta a partir da equagéo paramétrica basta
isolar o parémetro em uma equagdo e substituir na outra, como segue:

X — X,
IZ—O
cosa

X—XO
y=sena- + ¥
cosa

s€n o

COS(l(x_xO)+y0

y=tga-(x—xy)+y,

y=m-x+n.

17



0T1. (VUNESP) A drea da

Xy L
——4+==1e y=0 éigual a:
4 3 g °

Matemética

Exercicios

X
regido triangular limitada pelos retas: 5-}—%:1;

02. (USP) A equacdo da reta representada no grdfico cartesiano abaixo é:

[e]

)
)
)

O T

o

)
)

)

4x+3y+12=0
4x+3y-12=0
4y-3x+12=0
3y—4x+12=0
3y+4x-12=0

A
=V

03. (Unificado RJ) A equagdo da reta mostrada na figura abaixo é :

18
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04.

05.

06.

07.

08.

a) 3x+4y-12=0
b) 3x-4y+12=0
) 4x+3y+12=0
d) 4x-3y-12=0
e) 4x-3y+12=0

(UFMT MT) Num determinado instante ¢ (em minutos), as posicdes de duas
particulas P e O sdo dadas, respectivamente, pelas equacdes paramétricas das

x=1+2t Xx=4+t
retas e .
y=1+t y=-3+6t

A partir das informacées dadas, julgue os itens.
00. As trajetérias se inferceptam no ponto (5, 3).

01. As particulas se chocam no ponto (5, 3).

02. A particula O passa, em (5,3), 1 minuto depois que a particula P .

Dadas as equacdes paramétricas, obtenha a equacéo geral de cada reta a seguir:
{x =-5-t4+2
a)

y=4-1+3
=6-1+9
b) {x
y=-1

Determine a equac@o paramétrica da reta que passa pelos pontos (1,2) e (5, 5)

Determene a equacéo paramétrica da reta que possui inclinacdo de 30° e passa
pelo ponto (2,3).

Dada a equacgéo geral, obtenha um par de equacées paramétrica, usando a
substituicéo sugerida, em cada caso a seguir.

a) 3-x+4-y-5=0;use x=4-1-1.

b) 3.x+4-y-5=0;use x=4-1-3.

¢ 3-x+4-y-5=0;use x=3-1-1.
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