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Topicos Teoricos
1. Dados os pontos A(x,, Yy € B(xs, Yg), definimos o vetor

AB =(XA ~Xa:Ys _YA)-

2. Vetor nulo de R% (0, 0)= 0
3. Vetor simétrico: se U = (x, ), entdo— u =(-x, —y) ésimétrico de U .

4. Soma de vetores: se U = (X, ¥y), = (X, V,), entao

U+ Vv =X+ X, Y+ Y

5. Diferenca de vetores: se U = (x,, y,), V = (X, Y,), entdo
U-v=u +(—\7)=(x1—x2,y1—y2).
6. Multiplicacdo de um vetor no R? por escalar:
U=(vy),aldR=au=aly)=(ax ay).

7. Vetores de mesma direcdo: u e v tém mesma direcdo se, e

v
somente se, Ck O R tal que u =k v.

8. Médulo de um vetor em R™ Se =(u,, U, ..., U,), entdo

9. Produto Escalar em R?
U =, y) vV =, Y, sdo vetores do R’. Definimos como
Produto Interno ou Produto Escalar de u por v e representamos
por u: v, onumeroreal U OV = XX, +Y,y,. Dai,
L ulby= H EM cos 0 (demonstra-se pela lei dos
cossenos), sendo B o angulo entre os vetores uewv.
Logo, U OV < u Ov =0.

aw u
“7‘ coseou cos @ =

Il Jd = _

£l
<i

Exercicios de Fixacéo

01.

02.

03.

04.

05.

06.

07.

08.

09.

10.

e e ——

Determine a distancia entre dois pontos A e B do plano
cartesiano.

Determine as coordenadas de um ponto P que divide um

segmento AB em uma dada razao real k #—1.

A) Prove que as coordenadas do ponto médio de um
+B

segmento AB sao dadas por A

B) Prove que as coordenadas do baricentro de um
+B+
triangulo ABC sao dadas por A+BHC :
C) Mostre que a distancia do baricentro a um vértice é o
dobro da distancia ao lado oposto.
D) Encontre as coordenadas do incentro de um AABC.

Mostre que os pontos médios P, Q, R, S de qualquer
quadrilatero no plano ou no espaco sao vértices de um
paralelogramo.

Seja ABCDEF um hexagono qualquer e A,B,C,D,E;F, o
hexdgono formado pelos baricentros dos tridangulos ABC,
BCD, CDE, DEF, EFA, FAB. Mostre que A,B,C,D,E;F, tem
lados opostos paralelos e iguais.

Seja r uma reta passando pelo baricentro de um triangulo
ABC. Prove que a soma das distancias de dois dos vértices
de ABC a reta é igual a distancia do 3° vértice a r.

Seja ABCD um quadrilatero convexo, P, Q, R, S, os pontos

médios de AB, BC, CD, DA, T a intersecdo de AC e BD, M

a intersecdo de PR e QS, G o centro de massa de

distribuicao uniforme do quadrilatero.

I. Prove que M é o ponto médio da Mediana de Euler do
quadrilatero.

Il. Prove que T, M, G sdo colineares e TM = 3MG.

AAAA,é um tetraedro e G, é o baricentro da face oposta
aA, parai=1,2, 3, 4. B;¢é o ponto médio de AA,. As
retas AG, sao chamadas medianas do tetraedro. As retas
B,, e By, B,; e B,, B,, e B,; sdo chamadas bimedianas do
tetraedro. Prove que:

I. As quatro medianas e as trés bimedianas passam por
um mesmo ponto chamado baricentro do tetraedro.
AG _3

GG 1

ll. As bimedianas sao divididas ao meio por G.

Sejam M e N os pontos médios dos lados AB e CD de um
quadrilatero qualquer. Prove que MN = BC ;AD '

(Moldavia) As diagonais de um quadrildtero inscritivel
ABCD tém um ponto H comum. Perpendiculares HM e HN
aos lados BC e AD sdo tracadas. Prove que os pontos
médios dos segmentos AB, CD, MN sao colineares.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mostre que se U = (X,, y,), V = (X, Y,) sd0 vetores do R? e
U OV = X% + Yy, entdo u v =M EM cos 6, sendo 8

0 angulo entre os vetores e . (sugestdo: lei dos cossenos)

Mostre, através da figura a seguir, que a condicdo de
ortogonalidade de dois vetoresu e v é u O/ = 0.

u+v

u

Mostre que o pé da perpendicular a partir de um ponto A
até uma reta BC é dado por (A—AB+(\ - 1)C) B-C) =0.

Em um tetraedro, dois pares de arestas opostas sdo
perpendiculares. Prove que o terceiro também é.

Seja SABC um tetraedro tri-retangulo, tal que S seja o
vértice dos angulos retos. Prove que a projecdo de S em
ABC é ortocentro do AABC.

Seja ABCD uma piramide regular com base ABC,
AB=BC=CA=aeAD=BD=CD=DbesejamMe N os
pontos médios dos segmentos AB e CD, respectivamente.
Um plano a passando por MN intersecta os segmentos AD
e BC nos pontos P e Q respectivamente.

A) Prove que AP = BQ .
AD BC

B) Encontre % no caso quando a drea do quadrilatero

MQNP é minima.

Determine A-B+A-C+B-C,sabendoque A+B+C =
0

IAl=2,1Bl=3,ICI = /5.

(Banco IMO) E dado um quadrilatero convexo ABCD com
diagonais congruentes AC = BD. Quatro tridngulos
equilateros sdo desenhados externamente sobre seus
lados. Prove que os segmentos unindo os baricentros dos
tridngulos sobre lados opostos sao perpendiculares.

(Brasil) Em um triangulo isésceles ABC (AC = BC) seja O
0 seu circuncentro, D o ponto médio de AC e E,
o baricentro do ADBC. Mostre que a reta OE é
perpendicular a BD.

2
Trés pontos A, B, C sdo tais que AC? + BC? = % . Qual é

a posicao relativa desses pontos.

Exercicios Propostos

01.

02.

e e —e—

Até que ponto o segmento de extremos A(3,0) e B(0,7)
deve ser prolongado no sentido de A para B para que o
comprimento triplique?

Os pontos médios dos lados AB, BC e CA de um triangulo
sdo, respectivamente, M(1, 3), N(- 1, 4) e P(0, 7). Obter os
vértices A, Be C.

03

04.

05.

06.

07.

08.

09.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Demonstrar analiticamente as propriedades das bases
médias de triangulo e trapézio.

(OPM) Demonstre que, numa piramide triangular regular
(@ base é um triangulo equildtero), duas arestas reversas
sdo ortogonais.

Encontre ¢ de tal forma que (-1, 1, 00e(-1,1,-0ea
origem sejam vértices de um triangulo retangulo na
origem.

Demonstre que se A é um vetor perpendicular a dois
vetores B e C, entdao A é perpendiculara B + C.

Demonstre que se A e B sdo vetores tais que A + B é
perpendicular a A — B, entdo |Al = IBI.

Seja u um vetor perpendicular a todo vetor x. Mostre que
u=0.

(Equagdo vetorial da reta) Sejam A e B dois pontos
distintos em R", em que n = 1, 2, 3. Mostre que em um

ponto P 0 AB < existem numeros reais X e y tais que
P=xA+yBex+y=1.

Sejam A, B e C pontos ndo colineares em R", em que n =
2, 3, e seja T o triangulo ABC mais seu interior. Mostre
que em um ponto P OT existem nUmeros reais x, y € z
nao negativos taisque P=xA+yB+zCex+y+z=1.

Sejam A, B, C e D pontos nao colineares em R", em que
n =23, eseaT o tetraedro ABCD mais seu interior.
Mostre que em um ponto P O T = existem nUmeros reais
X, Y, Z € W nao negativos, tais que P =xa < yb + zC + wD
ex+y+z+w=1.

Seja E um ponto sobre o prolongamento do lado AB, por
B, de um quadrado ABCD. F é o ponto de intersecdo das
retas BC e DE e G, o ponto de intersecdo de AF e CE.
Mostre que BG e DE sdo perpendiculares.

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa BC, onde
construimos externamente quadrados BCDE e ACFG. Seja
M o ponto de intersecdo das retas AE e BF. Mostre que M
estad sobre o perimetro do quadrado inscrito em ABC com
lados paralelos aos catetos.

Mostre que AC? + BD? = AB? + BC* + CD° + DA? = A+C =B +D.
Sejam A, B, C, D quatro pontos no espaco. Prove que se,
para todos os pontos X no espaco, vale a equacdo

AX? + CX? = BX? + DX?, entdo ABCD é retangulo.

Prove o teorema de Euter: no quadrildtero ABCD com
medianas MN e PQ, AC? + BD? = 2(MN? + PQ?).

Sejam A, B, C, D pontos no espaco. Mostre que
ABOCD = AC?+ BD?=AD? + BC%

Prove que se M é um ponto e ABCD, um retangulo, entdo
MA AC = MB VD .

Seja Q um ponto arbitrario no plano e M o ponto médio
2
de AB. Prove que QA + QB> =2 QM’ + % )
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

Seja ABC um triangulo e seja O um ponto qualquer no
espaco. Mostre que AB? + BC? + CA? < 3(0A? + OB? +
o).

As diagonais de um quadrildtero ABCD se intersectam em
O. Mostre que AB? + BC? + CD? + DA? = 2(A0? + BO? +
CO? + DO?) exatamente se ACOBD ou uma das diagonais
é bissectada por O.

. - Jx=p-3

O ponto de intersecao das retas r: y=20+9
s X =2t

Ty =4t-1
A) é(10,19)
B) é (- 6,3).
Qeé-1
D) é (- 3,9).
E) nao existe.

(OCM) "As coordenadas dos vértices de um triangulo
equilatero sdo numeros inteiros”. Demonstre que essa
afirmacao ¢é falsa.

Sejam A(1, 3), B(4, — 5) e C(7, 5) trés vértices consecutivos
de um paralelogramo ABCD.
A) Determine as coordenadas de D.

B) Seja E o ponto de intersecdo das diagonais. Calcule a
medida de DE.

(FGV) Considere os pontos A(1; — 2), B(- 2; 4) e C(3; 3). A
reta suporte da altura do triangulo ABC pelo vértice C tem
equagao:

A)2y-x-3=0
B) 2y +x+3=0
Q) 2y+x-9=0
D)y-2x+3=0

E) y+2x+9=0

(UFSCar) Os pontos P e Q dividem o segmento de
extremos (5,8) e (1,2) em trés partes iguais. Se as retas
perpendiculares a esse segmento pelos pontos P e Q
interceptam o eixo y nos pontos (0,p) e (0,9), com p > q,
entdo 6g - 3p é igual a:

(UFSCar) A hipotenusa do triangulo retangulo ABC esta
localizada sobre a reta real, conforme indica a figura.

A D C
—4 X 7

»
>

Se x > 0 e a medida da altura BD relativa ao lado AC do
tridangulo ABC é 26 , entdo x é o numero real:

A) 243 D)5
B) 4 F) 343
Q) 3\2

28. (Vunesp)

29.

30.

31.

Num sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais, o coeficiente angular e a equacdo geral da
reta que passa pelos pontos P e Q, sendo P(2,1) e Q o
simétrico, em relacdo ao eixo y, do ponto Q’(1,2) sao,
respectivamente:

1
A) 3 3y-5=0

B) %,’2x—3y—1=0
C)—l;x+3y—5=0
3
D)l;x+3y—5=0
3
E)—%;x+3y+5=0

Considere os pontos A(- 1, — 1), B(11, 4), C(7, 14); Seja I(x,
y) 0 ponto de intersecdo das bissetrizes do AABC. Entao:
A) | é um ponto com coordenadas inteiras.

B) apenas uma das coordenadas de | é racional.

C) | esta no 2° quadrante.

D)x+yQOQ.

E) n.d.a.

(ITA) Considere os pontos A(0,0), B(2,0) e C(0,3). Seja
P(x,y) o ponto de intersecdo das bissetrizes internas do
AABC. Entdo, x +y é igual a:

12
A)
5+413

y 8
2+\/ﬂ
10
C
) S+ 413
D)5
E) 2

Num sistema cartesiano, as coordenadas dos vértices de
um triangulo ABC sdo A(0,0), B(3,6) e C(8,0). A soma das
coordenadas do ortocentro (encontro das alturas) desse
triangulo é:

N 12
5
11
B) —
)3
o
6
D) 2
2
1
E) —
)3
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32. (OPM) Usando geometria analitica, demonstrar o seguinte
teorema: "Num triangulo retangulo, a bissetriz do angulo
reto divide a hipotenusa em segmentos proporcionais aos
catetos”.

33. (OPM) Demonstre, usando coordenadas (geometria
analitica) o teorema: “Qualquer angulo inscrito em um

semicirculo é um angulo reto”.

34. (IME) Demonstrar analiticamente que se uma reta
perpendicular a uma corda de uma circunferéncia passa
pelo seu centro, entdo ela divide a corda no seu ponto

médio.
35. (EUA) Um ponto P pertence ao plano de um dado

quadrado de lado ¢. Os vértices do quadrado sdo A, B, C,

D, tomados no sentido anti-horério. Sejam u, v, w as
distancias de P a A, B, C. Qual a maior distancia que P
pode estar de D se u? + v = w??

D C

A B

36. (Fuvest) Sao dados os pontos A(1, 1) e B(9, 3). A mediatriz
do segmento AB encontra o eixo dos y no ponto de
ordenada igual a:

A) 20

B) 2
C
D
E) 24

1
)22
)23

37. (IME) ABCD é um quadrado de lado ¢, conforme a figura

abaixo. Sabendo-se que K é a soma dos quadrados das
distancias de um ponto do plano definido por ABCD aos
vértices de ABCD, determine:

D C

A B

A) o valor minimo de K e a posicao do ponto P na qual
ocorre este minimo;
B) o lugar geométrico de P para K = 4/2,

38.

39.

40.

41.

42,

43,

(IME) Sejam r, s, t trés retas paralelas ndo coplanares. Séo

marcados sobre r dois pontos A e A’, sobre s os pontos B

e B' e sobre t os pontos C e C', de modo que os

segmentos AA’'=a, BB'=b e CC'=c tenham o mesmo

sentido.

A) Mostre que se G e G’ sdo os baricentros dos triangulos
ABC e A'B'C’, respectivamente, entdo GG’ é paralelo as
trés retas.

B) Determine GG’ em funcdo de a, b, c.

Seja ABCD uma piramide triangular regular de base ABC.
Sejam a e b as medidas de AB e CD, respectivamente.
Sendo M e N os pontos médios de AB e CD, analise as
afirmacoes:

. MN OAB.

II. CD O AB.

AD +BC

VA? +B?
4

. MN =

V. MN =

Quantas sao verdadeiras?

A)0 B) 1
Q2 D)3
E) 4

Seja ABC um triangulo retangulo com catetos AB e BC
paralelos aos eixos coordenados. Se a equacao da reta
suporte da mediana partindode Aéx +y—-4 =0, entdo a
equacao da reta passando pela origem e perpendicular a
mediana partindo de C pode ser:

Ay=x B) x+2y=0
O x+3y=0 D)x+4y=0
E) n.d.a.

Uma reta passando pelo ponto (-a, 0) corta o segundo
guadrante determinando uma regido triangular com 4rea
T

A equacao da reta é:

A)2Tx + a’y +2aT=0

B) 2Tx —a%y +2aT =0
C)2Tx+a%y—2aT =0
D) 2Tx-a%y—2aT=0
E) n.d.a.

Determine a equacao do lugar geométrico dos pontos
cujas distancias ao ponto (3, 2) sao iguais as distancias a
reta 2x +y = 3.

As retas de equacdes y = ax + b e y = cx sdo ilustradas na
figura a seguir. Sabendo que o coeficiente b é igual a
média aritmética dos coeficientes a e c:

Y,

\

A) expresse as coordenadas dos pontos P, Q
Q e R em termos dos coeficientes a e b.

B) determine a, b e ¢ sabendo que a area R
do tridngulo OPR é o dobro da é4rea do
tridangulo ORQ e que o triangulo OPQ
tem area 1.
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44. As coordenadas de A, B e C sdo (5, 5), (2, 1) e (0, k), o UECE 2010.2

o
; S
respectivamente. O valor de k que torna AC + BC o menor ?39‘2:‘1&‘ -
1 I

6 : 1° NO ENEM
Q) 3= D) 4= B s
| 6 NA UECE TAMBEM
E) 2l |
7 i y
45. Determine a soma das coordenadas do ponto simétrico de ! — : ' = | ;
(10, 21) em relacdo a reta 2x + 5y - 38 = 0. - 5
A)-10 B) —11 i
C)-12 D)-13
E) n.d.a.
46. No plano cartesiano da figura a seguir, MNQ é um
triangulo equilatero e AM = MQ. O valor de m é:
A3 y
B) 2\/2 N (3; m) L . :
O 23 ' LW wrssg
D) \/§ A M Q A S : %y 1S5
E) 33 - — 'i- )
0] X

Gabarito - Exercicios Propostos
01 (02 |03 )04 )05| 06|07 | 08| 09|10

* *

11|12 |13 |14 [ 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20

_ _ .~ 1° NO ENEM DO MEC - E O MEC QUEM DIz
2122 | 23|24 [25]| 26 [p7 ]| 28| 29| 30 :

~~1° NO VESTIBULAR DA UECE - £ UECE QUEM DIZ

— el =1*]Tals8s B8 ]|c|]eEe]|a
31 [ 323334353637 ]38]39]40
B |- -[-]]cl~]—=]0Dp]cE

41| 42 | 43 | 44 | 45 | 46
B | | | E| B |E

*01: -6, 21

02: A(2, 6), B(0, 0), C(- 2, 8)
05: +/2
24: A) D(4, 13) B) DE=9
35: 2+4/2
37: A) 22

B) circunferéncia circunscrita ao quadrado
38: A) Demonstracao

B) a+b+c

3

42: x> —4xy + 4y* - 18x— 14y + 56 =0

43: ) P[—E,OJ,Q(O,b)r P[ﬁ’%]

B)a=-8,b=4,c=16

— Demonstracao

André 11/09/10
Rev.: TSS
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