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Definicdo

Chama-se fatorial dee indica-se pon! o niimero natural definido por:

i 1 sen=0o0u n=1
"Unth-)ih-2)ns2a sens1

A. Exercicios Resolvidos

1. 5!=5HABIRMI=120.

n+1)!
2. Calculen, sabendo-se g =7.
n!
Solucéo
Temos que

(n+1)1=(h+1)hdn-1)0.B2a=(n+1)m

n![ﬁn+1)
Logo, ——=7=n+1=7=n=6.
n!

03. Simplifique: M
(n+2)1-(n+1):

Solucéo
Temos que(n + 2)! = (n + 2) E(n + 1)! .

Assim,

(h+2)i+(n+1) (n+2)dn+2)1+ (n+2)r (n+2)ifn+2+1) n+3

(n+2)!—(n+1)! B (n+2)[(n+1)!— (n+1)! (n+1)![(n+2—1) B n+l
(2n)!_

04. simplifique:

2n
Solucéo
(2n)) 1zmo.d2n-1)en  1B5BH2n-1)@R@mBO0.E0
2" 2" [h! B 2" [h! B

1[B[5E(2n—1)[[(2ﬂ)n[(2E2)[(2[B)D..E(ZEh)] _ 1[3[5[(2n—1)nt(2” (R 3L..0h) _ 1[3[5[(2:—1)[2“ m! _
1850020 -1). = = =

05. Expresse cada um dos produtos abaixo como quoderdeis fatoriais:
A) 9[BL¥.

B) (n—3)|:(n—4)[(n—5).

Solucéo

6(bAMBRO 9BIBHMABERI 9!
A) 9BIT =98I = =—
6bABRO 64 BRO 6!
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B) (”‘3)E(”‘4)E(n-5)=(n—3)E(n—4)[(n_5)5(”‘6)5--[3@ﬂ_

n—6)0L.BR0L
(n-3)d{n-4){n-5){n-6)0.B2O _ (n—?S!
(h-6)0.m2o (n-6)!

06. Por quantos zeros termina o resultado de 1000!?

Solucéo

Suponhamos que 1000! termina paeros, isto €: 1000IN-C1LC.

Como 16 = 2 [B° pode parecer, a primeira vista, que o nlimero us Zeigual ao nimero de fatores iguais a 2 owmtbeck
iguais a 5, que ocorrem na decomposicao de 1060ktanto, isto ndo é verdade, pois o fator prigmec@rre um maior nimero
de vezes que o fator primo 5, na decomposi¢éo @@!.18ssim, para se calcular o expognté suficiente contar o nimero de
fatores primos iguais a 5 que ocorrem na decongumsie 1000!.

Dai, tem-se:

1000! = 1P (B [15) [6 [1.015 [R) (1L1[1.[099((5.200) =

1[2[3[4[6&.[9&1&.[999} J50(s2) {503) 0. {5 200)] = ABX {12 B B.200) =

ABX hrermds)o.mds@)n10. 1995 mo)| =

AGX 123@ 6T BOA10.199 |(5(52){5m3) 0. {5m0)] = ABBE*° (12B®MB0.@0)=

ABGB* fizEm E(S)BD..ESD d52)n10.mor{s )] =

ALB 5 E{l[?.[BBlEBEVE&BBDELlD..EBQ} Js(s2)(53) 0. (508)] = ABC B {12B@ 56T E)=
¢

248 249

ABLC [ 12BAGITEB |b= ABICDGBH .
————

Dai, sendo p = 249, conDcIui—se gue 1000! termim&2g9 zeros.
07. Sendmn = 2, qual dos nimeroal}? ou (! é o maior?
Solucéo
n)’ =(1zBo.m) =1° @° 3% 0.m?
n’)=1’ 2B’ BEIsE 0.0 -1)m? = (° 2?6’ 0.m?)lesssrma.de’ -1) -
(n)? 3BT mn.dn? -1)).
Porém, para= 2, tem-se que [B[H[6 [7 [(BLI.. E(n2 —1) >1.
Logo, %! > (n!)2
08. Sendm = 3, qual dos nimerog!f? oun” é o maior?
Solucéo
(n)? =hzso.dn-2)dn-1)m|dndn-1){n - 2) 0. Br20]

=[m]fec{n - 2)}{sc{n - 2)|f{n - 2) ff{n -1) c2lina]
Cada produto entre colchetes é da formal)({n—i),comi = 0,1, 2 3, ..., n-1.

Para = 0 oui =n—1 tem-se trivialmentet ¢ 1) ({n—i) =n.
Para # 0 ei #n -1 tem-se:

(h-i)>1=idn-i)>i,e(i+1)dn-i)=in-i)+n-i>i+n-i=n.

Assim:

Para =0: 1h=n. Para = 1: 20n-1)>n.
Para = 2: 3 n-2)>n. Para = 3: 41(n-3) >n.
Para =n—-2: h—1)[(2 >n. Pard =n-1:n[L =n.

Multiplicando-se as relacées acima, vemm!j? > n".

ORGANIZAGAO EDUCACIONAL 2
-— -

- A3
R3533

0OSG.: 36015/10



TC —MATEMATICA

%‘ Exercicios de
\..-r e

1.

Fixacao

(UFC) Sen é um nUmero inteiro positivo, entédo o valg
den que satisfaz:

n® +49n ;
— é
2

n+l+n+2+n+3+...+n+n=

A) 24
B) 4
C) 6
D) 3
E) 12

(Fuvest-SP) O valor da na expresséo:

92m)! = 2"m! B (b [F......2m + 1) é igual a:
A)
B)
C)
D)
E)

abrhwdNPE

(n+)!-n!

(Escola Naval) Se, =—F—— ——.
n“[(n=-1)!+n]
Entao agg7€:

1997

1996

1
B) —

1998
C) 1998!
D) 1997

E) 1

A)

(EUA) Defina g paran ea positivos da forma:
nd = n(n-a).(n — 2a).(n — 3a)......(n — ka), gadok inteiro

|
e positivo e n > ka. Entdo, o quocie{téeS—; € igual a:
!
A £
B) 4
c) &4
D) #
E) 4%

(UNB) Sejau o Ultimo algarismo da soma 1! + 2! + 3
+..t 991 Se p(X) =% 3X — 6X — 12x + 1, entdo p(u) é
igual a:
A) 70
B) 71
C) 72
D) 73
E) 74

10.

11.

(UNB) Seja 100! = n.£ponden é inteiro n&o divisivel por
10. Entéo, o valor de € igual a:

A) 20

B) 21

C) 22

D) 23

E) 24

(Escola Naval) O valor da soma:

B) 1+—
k!
C) k-1
D) kl+1
E) 1

(Canada) O valor da expressaalll + 2 02! + 3 03!
e +m.m! é igual a:

A) (m+1)!

B) (m+1)-1

C) (2m)!—m!

D) (m-1)!

E) m+1

(Uespi) Sen; e n, s&o numeros inteiros positivos que
satisfazem a equacao:

2 ~ 1 ~ 1 B
51(n=-5)! 4'(n-4)! 6!(n-6)!
entdo p+ n [, + np € igual a:

119
B) 129
139

149
E) 159

(O.C.M - Adaptada) Sabendo que o valor da esfce
i 1 1 1 1 22

: + + + é da forma—
1ot 37t 550 7130 9l b!

ondea eb s&o nimeros primos entre si. Entdo o valor de a +

b éigual a:

19

B) 20

21

22

E) 23

60
(UFC) O maior inteirx tal que —- seja um numero
7

natural é:
A 7
B) 8
C) 9
D) 10
E) 11

ORGANIZAGAO EDUCACIONAL
-— -

k3

rAiIA)
330

0OSG.: 36015/10



TC —MATEMATICA

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(EUA) Sejaf fp, fa, oovenneee , funcdes reais definidas n
conjunto dos nudmeros reais positivos, dados p

1
fi(@ =——,ondea>0eglei=12 3,

logs,
p. Se S ={a) +H(a) + &(a) + ..... + §(a), entéo:
A) 2°=paP
B) s”=pla’
C) a®=pr’
D) s”"=a°

ap!

E) s=log),
(EUA) Seja 8 &, &, &, &, & valores inteiros que
satisfaca a equacao|
5 a a a a; a
2% %, %% % % sapendo que &
7 22 3 4 5 6 7
g <iparai=2,3,4,...,7. Entdo, o valor daressao
t+taytat+tat+atayeéigual a
A) 8
B) 9
C) 10
D) 11
E) 12
(Biolorussia/2001) Determine o resto da dividaal!.5
+ 2111 + ... + KL(E + 3K + 1) + cooereeeenn +

2000!.40601 por 2004.

(Torneio internacional das cidades — 96) Dertnans
desigualdade:

2 7 14 k?-2 9998
—+—+—+...... + ot <3

20 3 4 k! 100

(Canada - 94) Calcule o valor da soma :
1994

S (ap et

n=1 n!

(OBM/ 95) O nimero 26! = 1.2.3.4....25.26 teranpor
uma fileira de zeros. Sejd o inteiro que se obtém ao
removermos todos os zeros do final de 26!. O ma
inteirok para o qual 126 um divisor dé\ é:

A) 2

B) 4

C) 6

D) 8

E) 9

(Argentina/97) Determinar o Ultimo digito antde
conjunto de zeros na representacao do nimero:
19! + 20! + 21! + ... + 96! + 97!

21.

22.

23.

b 20. (EUA/2001) Sabendo que:
DI':

3 4 5
+ + +...
U+21+31 21431441 31+4145]
2001
valek.

1999+2000+2001 2001
Entdo o valor de 2008 € igual a:
A) 2008
B) 1004
C) 502
D) 2009
E) 251

(EUA/2005) Definimos! =nOn—-1)0On-2) .... 32 0
1.Se 0 minimo multiplo comum de (1Q7(18!) e (12O

(ar)(b))

(17") possui a formaw .EntAoovalordea+b+cé
c
igual a:
A) 33
B) 32
C) 31
D) 30
E) 29

(EUA/2008) Definimos! = n[{{n—1){n-2) .... 32 L.
(Isto é, o produto dos nimeros naturais desde r).&8ara

(n+o)
(n-2)r

para o qual o ultimo algarismo nédo nulo da dirdéa, é
impar, entdo o Ultimo algarismo da direita e difierele zero
dea, é igual a:

A 1

B)
C)
D)
E)

. Sek é o menor natural

cada naturah, sejaa, =

3
5
7
9

(O0.B.M./2004) Para inteiro positivo, definimos! (lé

- se “n fatorial”) o produto de todos os inteirasipvos
menores ou iguais a. Por exemplo, 6! = 1.2.3.4.5.6.
Sen! = 2°3°5°72.11.13, entam é igual a:

A) 13

B) 14

C) 15

D) 16

E) 17

[ 2.4.6......2n)
. !
(Unifesp/2004) O valor dieg, "

19. (Bélgica — 94) Defini-se n! = 1.2.3.....(n-1)Sejak o 24. é:
menor numero natural diferente de 0 tal ddeé A) n?
divisivel por 1000. A soma dos digitoskié: B) 2[h
B) 2 n
C) 3 D) 2log,
D) 4 n
E) 5 E) log,
°RGA"'ZA°:—: EDUCAiCRi 4 0SG.: 36015/10
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25. (Peru/2005) Seja:
a =2

o
N
I
N
+
I

D
1
+

wlo Nlo

+
N ol N
4>|"‘

100 1
O valor -y —
100 :E: "

A) 5 n=2
B) 7
C) 2
D) 8
E) 10

26. (Escola Naval/2008) Sejani] Ntal que 2+ 2 + P+..+ 2
1

<

246...[2m)  g2lo%’
seja verdadeira. Ent&o o prodoiah vale:

A) 120

B) 124

C) 130

D) 132

E) 136

=8176 en 0 menom ] Ntal que

27. (EUA) Se A=1+3+5+ ... + (2n — 1), para

positivo e B =log A; + log A, + logAg + ............ + logA
entdo o valor deg sabendo-se que;B B; = B, € igual a:
A) 8

B) 9

C) 10

D) 11

E) 12

28. (EUA/2007) Sem e n sao nUimeros inteiros positivos

. 2 11 1
tais que —+—+—+....+— € da forma—-—
3 4 5 12 ntom
comn=2emz= 12. Entdo o valor de m + n é igual a:
A) 10
B) 11
C) 12
D) 14
E) 15

29. (AFA/2008 - Adaptada) O valor
11+221+33 +.....+1414 +1

12 (14 2+3+.....+14)
A) 22
B) 23
C) 24
D) 25
E) 26

€ igual a:

da express§

30.

31.

32.

33.

34.

35.

(EUA) O fatorial de 35, isto &, o produto dameros 12 [J
3[40.....[33[(B4[B5, € um numero com 42 algarismos:
35!=
103331479663861449R%66511337523200000000.
No lugar do algarismo central esta uma l&raque
algarismo teve seu lugar ocupado pe

(Omgo/2002) Represente os seguintes produtagéat
de fatoriais:

. 2X4Xx6X..... X (2n);

Il 1Xx3X5X7X.......... X (2n —-1).

Prove que a raiz positiva da equacéo:
X(x + 1) Ox + 2)Ax + 3)....... (x + 1999) = 1 é menor do

que :
1999

(OMSPABC/2005)
135......49

246........ 50
50

Simplificando a  expresséo

, obtemos:
A)
B) —

c) —

50
252 (212
E) 48!

D)

(EUA/2002) O produto dos fatores inteiros posg
impares menores que 10000 é igual a:

10000
A ———
(5000)

10000

5000
2

9999

5000
2

B)

C)

10000

50005000

2
5000
55000

D)
E)

(EUA)  Sabendo

1 1 1
+ +..+ é representada da seguinte
2,17 3.14 9.10

a

que o valor da soma

forma ondec! é o fatorial dec. Calcule o valor

cl
dea+b+c.
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36.

37.

38.

39.

40.

(Peru) Sabendo que a expressao:

\/ (x)3\/ (x2 ).4 (xs).f’ x*)..... tem infinitos termos e pode

ser representada da seguinte forh&ntdo o valor da é

igual a:
A 1
B) 2
Cc 3
D) 4
E) 5

(EUA) Resolve-se 100 vezes a equacdo 1! + & +
+...+n! = ¥ no conjunto dos nimeros inteiros, atribuind
valores de 1 a 100 para As solucfes inteiras em
encontram-se no intervalo:

A) [-8,0]

B) [4,1]

C) [-2,6]

D) [-3,5]

E) [-5,-1]

(EUA) 410 =y (1! + &, [P! + a3 [B!+......+a, [h! ondeay
€ um numero natural menor ou igu&l. & valor deg, é:

A)
B)
C)
D)
E)

N W NP O

(s:x)
u

S—i+i+i+ +L e = 1
B o) C T e 2)

(ITA) Resolver a equacatmg =1, onde:

220 23 24

(ITA) Sejamgy, a,, ...,a, NUMeros reais. A expressén €
a+... +ay)° éigual a:

A) Zn:aiz +4Eiaj
i=1 j=1

0 33 Saa
i=1 =1\ j=1

0 a +@DZa;
i=1 =1
23 Saa
i=1 \j=1

E)n.r. a

Propriedades dos Numeros
Binomiais ou Combinacoes

—

| B s

01.

—

A. 1.7 Propriedade - Relacao de Stifel-Pascal

Consideremon objetos distintos e suponhamos formado o
guadro de todas as combinacdes de faxalessesn
objetos.

Separadamente &snp combinacdes desse quadro em duas

partes:
A) uma formada por todas as combinag¢Bes deptapee

contém um certo objeto, cujo nimereé; .
B) outra formada por todas as combinacées deptaxe
ndo contém o objeto considerado, cujo ndmero é

p

C’,.

Portanto:
l.

p-1 P _p~P
Cn—l + Cn—l - Cn

Esta igualdade denomina-se Relacéo de Stifel-Pasca

B. Exercicios Resolvidos

k
n

p
Calcule a somaZ (— 1)k C
k=0

Y (-1)ct

=C,-Cr+C2-Cl+...
Solucgéo: =

Cr? = Cn—l

Ch=Coy+Coy

Cr? = Cr];—l + Cf-l

Ci=Cpy+Chy ~Cp==Cpy~Cpy

= C,=Chy+Cny

_Cr? = —Cf-l - C:—l

Cnp t= Cnp_—12 + Cnp—_l1

cy =chi+cl,

(e = (iPies + (9o

n-1
(-9)°cy = (-1)°cki +(-)°Cly
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Somando-se membro a membro as (p + 1) igualdadg da  C. 2.2 Propriedade
direita, vem:

et -circt-c e (0] = (e, CP P, P

p_ ~ptl
o tCpip +.+CJ =C

n+l

Fazendo na relacédo &ifel-Pascal
Observacéo:Quando p = n, tem-se: o o4l o4l
o 1 » 3 N N C,+C, =C i.ondefn=p,p+1,p+2 ..,n),
cl-ct+c?-ci+. +(-1)"c =(-1)"c", =0

obtemos:

p pHl _ ~pHl
02. Mostre que: Cp + Cp - Cp+1

1 1
Cpu * CEL = CE:Z
(c§+c§)(c§+cn2)(cn2+c§)... CP Lorlopd
p+2 p+2 T “p+3
n
S Y (L S S K
(Cn +C, )— TCnCnCn ..C, C,
: p p+l _ ~p+l
Cn + Cn - Cn+1
Solucéao:
o L L n+l Somando essas igualdades, simplificando e tendo em
c, +C =C ,, =—— . +1
n o n n+1 n vista queC”™ =0, temos :
1 p
1,2 _p~2 N+l oy 1.
C,+C, =C ,=—C, . ] ] o pn
2 Cp+Cpry+Cpp +..+C =Cy
2 | -3 3 n+l
c,+C. =C_,, =—~C
1
" " " 3 " D. 3.7 Propriedade
0 1 2 k k
Cp + Cp+1 + Cp+2 Tt Cp+k = Cp+k+1
Pela relagadC,) =C, ", podemos escrever:
n-1 n _ n_n+11 0 —rp
C, +C,=C4 —TCn Cp —Cp
1 P
Cp+l - Cp+1
Multiplicando-se essasigualdades, obtemos: C§+2 = C’§’+2
. ) ) , , N e
(Cn+Cn)(Cn+Cn)(Cn +Cn)"' ck =cr
p+k p+k -
n
_ (n + 1) _ Somando essas igualdades, vem:
(cm+cr)=2—Lciccl..cric’ A e k
nl Co+Cl, +C2,+..+Cl,, =
p p p P—
obtemos: CotContCrat tChu =
— 1
ComoC} +CJ, +C} +..+C}, =CP .,
0 1 1 2 2 3
+ + + .
(Cn C, ) (Cn (Cn )§Cn C, ) (2.2 propriedade) €, = C;+k+1’ temos:
n
; n+1 . 1]
n-1 ny _ 1~2~3 n-1~n .
(cr +cn)_—|cncncn ..crC o .
n! C,+Cru*+Cl,+..+C ,, =C
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E. Exercicios Resolvidos 4 Calculeasomaii i+ )i +2).
i=1

1. Calcule a soma:

Solucéo
S Ck + C:I’I1(+l + C:+2 + + C:+m : n
Midi+1)di+2)=12B+2BEH+3H B ...
Solucéo =1
S pode ser escrita como segue: N [(n * l) [(n * 2)
S= (Ck +C|I<(+1 + +Cr|1( 1)+Ck +Cr|1(+1 +C,'f+2 Dividindo ambos os membros da igualdade acima por
K K K K 3!, temos:
W+C - (Ck +Cy +.ot Cn_l)
3E2El 4[3[2 5@1[3
—DZI |+1 |+2)
3! 3! 3! 3!
Pela 2.2 propriedade, temos: (n+ 2)tfn+1)
et =
s=ckt -ck 3!
1 n
—idi+y)di+2)=C5+C] +CS+..+C,,
2. Calcule a somaS = Cé) + Cé + C72 +...+ Cg’g. i=1
Solucéo

Pela 3.2 propriedade, temos:

s=c2=cy.

Pela 2.2 propriedade, temos:

3. CalculeasomaS:Zn:i[ﬂi+l). _Dz fi+1)fi+2)=C _(n+3)|:(n+2)[(n+1)Dh

n+3

i=1 41

:Zi Ii(i +1)E(i +2): (n+3)[(n+2)[(n+1)[h

4

Solucéo

s=zn:i i +1)=12+2@3+3@&+..+n{n+1)

5. Calcule a soma dos primeiros numeros inteiros

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por positivos.

2!, temos:
Solugéao

2[1 32, 403 (n+1)th n
= +1 +...+ = P = —
DZ idi+1)= Y 2] ;l 1+2+3+...+n

1 &+

“ili+1)=C;+CZ+C;+..+CZ, n n+1)0h

ZD; [ﬂ ) 2 " Zi=Cll+C§+C§+...+C,§:C§_1:—( 2)
i=1

Pela 2.2 propriedade, podemos escrever:

L A e $i-(00d

3

i=1

iZ:l:i i +1)= (n+2)[gn+1)Dh

ORGANIZAGAO EDUCACIONAL 8
-— -

- A3
R3533

0OSG.: 36015/10



TC —MATEMATICA

6.

Calcule a soma dos quadrados dgsimeiros inteiros

positivos.
Solucéo
n
Devemos calculail® +22 +3% +...+n° = Zi 2,
=1

Aplicando somatério & igualdadéfi + 1) =i? + i, vem:

iZ:l:i[ﬂi+1):Z(i2+i)

n
i=1

:Zi[ﬁiﬂ): "

P2+
i=1

|
i=1

Pelos exercicios, podemos escrever:

nC{n+1)C{n +2) :Zn:iz ,nin+1)
2

3 =
izil:iz =n[ﬂn+1;[{n+2)_ n[ﬂr; ) _
nC{n+1){2n +1)

6
Logo'iZ:l:iz :n[ﬂn+123[62n+ )
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