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Fisica

MoVIMENTO HARMONICO SIMPLES

Introducao

Movimentos periddicos estao presentes na sua vida todos
os dias. Vocé, ao ler este texto, pode ndo perceber, mas esta
presenciando varios movimentos perioddicos. A luz que reflete neste
papel para ir até seus olhos possui uma oscilacdo eletromagnética;
seus olhos, ao percorrerem de uma ponta a outra essas linhas, estdo
realizando um movimento periédico; seu coracao esta bombeando
sangue num movimento periédico.

Existem varios modelos de osciladores harménicos
(simples, amortecido e forcado). Trataremos aqui do movimento
harmonico simples.

Um movimento é dito periédico quando a posicdo
deste se repete em intervalos de tempo iguais. Este intervalo
de tempo deve ser bem definido para cada tipo de movimento.
Chamamos tal intervalo de periodo (T). O inverso dessa grandeza é
denominado frequéncia (f). A frequéncia representa o numero de
vezes que 0 movimento se repete no tempo.

Para um MHS (movimento harmdnico simples) o periodo
(ou a frequéncia) informa algumas caracteristicas sobre o tipo forca
que esta causando o movimento. Varios exemplos classicos de MHS
sas encontrados na natureza: péndulos de relégio, péndulos fisicos,
um objeto preso a uma mola, um objeto flutuando sobre a superficie
calma de um lago também exerce um pequeno MHS, entre outros.

Movimento Massa-mola

Este é o primeiro movimento a ser estudado.
Quando entendermos este movimento por completo, sairemos
fazendo analogias diretas a outras situacoes fisicas e assim
resolveremos uma quantidade enorme de problemas.

Modelo: Movimento de um objeto preso a uma mola.

e |nicialmente, o objeto
é deslocado em um Ax,

X fazendo a mola ficar
distendida.
Il
x ® Surge uma forca Fiay
no sentido oposto ao
deslocamento.
.
X e O mesmo ocorre da

situacao .

=33it0

ITA/IME — Pré-Universitdrio

A forca é dita restauradora quando sempre aponta para a
posicao de equilibrio.
Obs.: A posicao de equilibrio é a posicao onde a resultante
é nula.
Temos assim a seguinte equacao para a segunda lei de
Newton:
F, =—kx=ma=mX

Usaremos a notacdo de ponto indicando uma derivada

2
temporal: dx =X e d—)z( =X.
dt dt
Desta forma, obtemos a seguinte equacao:
X+0x=0
Onde o’ =k /m.

Equacao do tipo:Xx + ®’x =0

Esta é uma equacao diferencial de segunda ordem, linear e
homogénea. Diferencial porque refere a uma derivada, de sequnda
ordem pelo fato de ser uma derivada segunda de x, linear porque
todos os termos de x possuem expoente 1 e homogénea por nao
ter um termo independente de x.

Esta equacao aparece varias vezes em fisica e descreve
perfeitamente o oscilador harménico simples. Outras situacdes da
natureza, ao serem traduzidas em equacOes matematicas, caem
neste formato. A solugdo desta equacao é simples. Veja:

Toda solucao do tipo x = A’ sin ot + B’ cos wt é solucdo da
equacado (onde A’ e B’ sdo constantes atribuidas a situacao fisica).
Perceba que existem duas constantes a serem determinadas, pois
a equacao é de segunda ordem. Se fosse uma equacao de primeira
ordem, teria uma constante a ser determinada? A resposta é sim!

Podemos, entdo, escrever de outra forma essa equacao:

x = A cos(mt + @)

Onde ¢, é outra constante, e assim temos A e ¢,
como as duas constantes a serem determinadas. Encontramos
essas constantes com as condi¢des de contorno do problema
(faca o teste para verificar se este x realmente é solucao).

Obs.: Nem sempre as equacdes da forma X+ w’x =0

descrevem MHS, porém as solucdes desta equacao
sempre sao desta forma.

Funcao horaria do MHS

Dada a solucao da equacao caracteristica do MHS, define-se:
x = A cos(ot + ¢,)

e A: Amplitude do movimento;

* o: Frequéncia angular do movimento (pulsacdo);

* ¢, Fase inicial do movimento.

A amplitude nos diz a posicdo mais afastada da posicao de
equilibrio que o bloco pode alcancar. A frequéncia angular é uma
grandeza proporcional a frequéncia; logo, esta relacionada com
a rapidez do movimento. A posicdo inicial (t = 0) é relacionada
com a fase inicial do movimento. Portanto, o movimento esta
completamente descrito em fun¢ao destas grandezas.

A partir de x(t), encontramos v(t) e a(t), simplesmente
derivando:

v(t) =% =-0Asin(ot+¢,)

a(t)=x=w’Acos(ot+9,)
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Veja alguns exemplos de graficos e perceba a defasagem
entre a posicao, velocidade e aceleracdo:
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Analogia a MCU

Muitos autores tratam um MHS como uma projecdo de
um movimento circular uniforme para melhorar o aprendizado do
aluno. Faremos isso aqui também:

Tome uma circunferéncia de raio A e uma particula
passeando por esta com velocidade angular constante o, partindo de
um ¢, como angulo inicial. Agora, pense em projetar a componente
da posicao P(t) na direcdo x do plano cartesiano. Teremos entao:

¢ =09, + ot
x = A cos(p)

x = A cos(ot + @)

Vejam sé! Realmente, caimos em uma equacgao idéntica
a de um MHS. As vezes, visualizar este tipo de projecdo ajuda a
encontrar ,.

Podemos determinar através deste método velocidade
e aceleracdo. Facamos as projecoes da velocidade linear e da
aceleracdo centripeta sobre o eixo x e teremos:

= A
vV =0nA o 0;
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v =— oA sen(p, + ot)
a=-o? A cos(o, + ot)
Observe atentamente os sinais da velocidade e da aceleracao.
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Aplicacoes

I. Péndulo Simples

2,
* F= —mgsene:mE

dt? 5\
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Il. Péndulo Fisico
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lll. Péndulo de Torsao

l
o T=2 —_
Vi

Energia no MHS

Ja estudamos as funcdes horarias, ja sabemos o tipo de forca
que gera MHS, entao estudaremos o balanco energético.

Primeiramente, esta forca é conservativa
(nao dissipa energia), o peso e normal nao realizam trabalho.
Podemos concluir que a energia é conservada. Temos entdo
um sistema conservativo. Entdo, qual seria a energia total?
Depende da massa do bloco? Depende da constante elastica?
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A energia total é dividida em cinética e potencial elastica.
Logo:
E. = %mv2 = %mmzAzsen2 (ot+9);
E, = Dt = 1ka? cos? (ot+9);
2 2
1

£, =Lk [sen’ (ot +8) cos? (ot +0) (£ =E, +E,)
E= kA2
2

. Ernegia E= Ep +E

[
v,
n
- )
(A —— S

X

|
>
@
< b--

A
1
Pontos em que 5 Er=E =E,.

A energia total s6 depende da amplitude e da constante
elastica. Note que as equagdes de energia cinética e potencial séo
funcao de seno e cosseno, respectivamente. Quando uma é maxima,
a outra é minima. Isso significa que as energias estao se alternando,
porém mantendo a soma constante.

Atento agora para dois pontos importantes:

¢ Avelocidade é maxima quando o seno é maximo, ou seja,

na posicao de equilibrio (x = 0);

e A aceleracdo é maxima quando o cosseno é maximo, ou

seja, nas posicoes de retorno (x = +A).
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t X v a Ec Ep
1
0 A 0 - ®’A 0 > kA2
Tz
T/4 0 - 0A 0 5 kA 0
1
172 -A 0 ®’A 0 5 kA?
1
3T/4 0 oA 0 > kA2 0
Tea?
T A 0 - 0*A 0 5 kA

Uma arma muito efetiva para resolver alguns problemas é o
estudo da equacao de energia. Usaremos o fato de a energia total
ser constante e partiremos da equacdo de energia para conseguir
achar a equacdo caracteristica do MHS. Veja:

A energia total de um sistema massa-mola em uma posicao
x é dada por:
1T ., 1
E = mez +=Kx?

Derivando em relacdo ao tempo:

0 = mxX +Kxx
X+0’x=0

Ora, quer dizer que se ndo soubermos como escrever a
forgca, mas conhecer a energia conseguimos chegar a equagao
caracteristica? Sim, de fato. Vocé encontrard problemas que a
solucao ficard bem mais simples se atacar por este método.

Observe que isso se deve a forma do potencial dependente
de x2. Este é um potencial parabdlico; assim, para qualquer potencial
na forma de parabola, teremos MHS.

Muitas curvas de potencial podem ser aproximadas para
uma parabola nas proximidades de um equilibrio estavel. E por
isso que constantemente nos deparamos com a seguinte frase
(pequenas oscilagoes).

As figuras de Lissajous

Podemos pensar na composicao das formas de onda
senoidais como a sua mistura. E como se tivéssemos um misturador
(mixer) capaz de juntar dois sinais de caracteristicas diferentes,
obtendo-se um efeito final que é a sua combinacdo. Desse modo,
visualizamos o que ocorre de uma forma muito simples, usando
para isso um osciloscépio imaginario inicialmente. Aplicamos um
dos sinais na entrada vertical e o outro sinal na entrada horizontal,
desligando o sincronismo interno, conforme ilustra a figura a seguir.

Sincronismo desligado —/\
N

( )

( )

Entrada ( J

vertical m]

o®e®

®

N\ | g3388m8s 308

Entrada Osciloscopio

horizontal

LRAVAV

Aplicando sinais nas duas entradas como
o sincronismo interno desligado.
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Vamos partir, inicialmente, de dois sinais de mesma
frequéncia e mesma fase, como mostrado na figura a seguir, em
que analisaremos a formacao da figura resultante, ponto a ponto.

resultante 1180

1
3600

Combinando sinais de mesma frequéncia e fase.

Tomamos em cada instante o ponto correspondente a
intensidade de um sinal e também do outro, tracando linhas de
projecdo que se cruzarao determinando assim o local do espaco
em que ird aparecer o ponto correspondente da imagem que
serad gerada. Numerando estes pontos, podemos tracar a imagem
completa que no caso é uma linha reta inclinada de 45 graus.
O gue aconteceria, entretanto, se os sinais de mesma frequéncia
estivessem defasados de 45 graus? Dependendo da defasagem, a
figura gerada mudaria de forma, adquirindo os formatos vistos na

figura a seguir.
0° 45° 90° 180°

Figuras para sinais de mesma frequéncia, porém com fases diferentes.

Mas os desenhos mais interessantes se obtém quando as
frequéncias dos sinais sdo diferentes, embora mantendo relagoes
numeéricas bem determinadas. Se os sinais tiverem frequéncias que
mantenham entre si relacdes de nimeros inteiros, como 2 para 1,
3 para 2, 5 para 4 etc. as figuras que serao formadas adquirem
aspectos bastante interessantes.

Na figura seguinte temos um exemplo de figura formada
guando os sinais possuem uma relacéo de frequéncia de 2 para 1,
sendo que o sinal aplicado na varredura horizontal é aquele que
tem a frequéncia mais alta.

Figura para sinais com relagao de frequéncia de 2 para 1.

O mais importante disso é que através da simples
observacao de uma figura formada por dois sinais, poderemos
descobrir muito de um deles, se conhecermos o outro.
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Exercicios de Fixacao

01. Um corpo realiza MHS, cuja equacado da elongacao é:

X= 20cos(£+£t)($l)~
2 2

Determine:

A) a amplitude, fase inicial, pulsacdo, periodo e frequéncia.
B) a equacao da velocidade e da aceleracao.

C) a elongacao, velocidade e aceleracdo para t = 3s.

02. Em um intervalo de tempo de 2 min uma particula efetua 12
oscilacoes em torno de uma posicdo de equilibrio, em MHS e
sua aceleracdo maxima é igual a 0,02 m/s?>. No instantet=0 a
posicao e a velocidade da particula sdo, respectivamente, zero
e (10/m) cm/s. Determine:
A) a amplitude, em cm.
B) a fase inicial.
C) a posicao no instante t =2,5 s, em cm.
D) a velocidade no instante t =5 s, em cm/s.
E) a aceleracao no instante t = 0, em cm/s2.

03. Um corpo realiza MHS de acordo com os diagramas
apresentados abaixo, onde as grandezas estdo no Sistema
Internacional.

Ay

“v

B (e

—4n

Determine:

A) a amplitude do movimento, a pulsacdo e o periodo.

B) escreva as equacdes da elongacéo, velocidade e aceleracao.
Q) calcule o valor da aceleracdo quando t = T/4.

04. Um movel realiza MHS, com amplitude de 12 cm, frequéncia
de 1/8 Hz e fase inicial nula.

Pergunta-se.

A) Depois de quanto tempo, apds ter passado pelo ponto de
velocidade nula e elongacao positiva, a elongacéo se torna
pela primeira vez igual a 6,2 cm?

B) Qual o primeiro instante em que a posicao x = 5 cm?

C) Qual a velocidade média entre os pontos de elongacao
6\/2—cm?

D) Qual a equacao da velocidade?

E) Qual o primeiro instante em que a velocidade é maxima?
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05.

06.

07.

08.

Uma mola helicoidal, cuja constante elastica é k, e presa por
uma das suas extremidades ao teto de uma sala. Na extremidade
inferior, prende-se um corpo de massa m. Afastando-se o corpo
da posicao de equilibrio e abandonando-o, qual é o periodo
das oscilacoes que ele realiza?

Certo péndulo simples, que bate o segundo em Paris, onde
g=9,81 m/s2, foi transportado para o equador terrestre, e entao
se verificou gue o nimero de oscilagdes (de pequena amplitude)
realizadas pelo referido péndulo, por dia, ficou diminuido de
125 em relacdo ao numero de oscilacdes (também de pequena
amplitude) que ele realizava em Paris, por dia. Pode-se entdo
afirmar que o médulo da aceleracao da gravidade, num ponto
qualquer do equador terrestre, tem valor:

A)igual a 9,75 m/s2.

B) igual a 9,80 m/s2.

C) igual a 9,85 m/s2.

D) igual a 9,90 m/s2.

E) diferente de qualquer dos acima especificados.

(ITA-2008) Uma particula P,, de dimensdes despreziveis, oscila
em movimento harmonico simples ao longo de uma reta com
periodo de 8/3 s e amplitude a. Uma segunda particula, P,,
semelhante a P,, oscila de modo idéntico numa reta muito
préxima e paralela a primeira, porém com atraso de n/12 rad
em relacdo a P,. Qual a distancia que separa P, de P,, 8/9 s
depois de P, passar por um ponto de maximo deslocamento?
A) 1,00 a
B) 0,29 a
O1.21a
D) 0,21 a
E) 1,71 a

(ITA-2010) Considere um oscilador harménico simples,
composto por uma mola de constante elastica k, tendo
uma extremidade fixada e a outra acoplada a uma particula
de massa m. 0 oscilador gira num plano horizontal com
velocidade angular constante @ em torno da extremidade
fixa, mantendo-se apenas na direcao radial, conforme mostra
a figura. Considerando R, a posicdo de equilibrio do oscilador
para ® = 0, pode-se afirmar que:

r~

A) o movimento é harmonico simples para qualquer que seja
a velocidade angular m.

B) o ponto de equilibrio é deslocado para R < R..

C) a frequéncia do MHS cresce em relagdo ao caso de o = 0.

D) o quadrado da frequéncia do MHS depende linearmente do
guadrado da velocidade angular.

E) se a particula tiver carga, um campo magnético na dire¢cdo
do eixo de rotacao s6 podera aumentar a frequéncia do
MHS.

09.

10.

1.

12.

13.
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Dois péndulos simples, situados proximos um do outro, efetuam
oscilagdes de pequena amplitude. Sabendo-se que o comprimento
do primeiro é o quadruplo do comprimento do segundo, e
representando-se por T, e T, os periodos das oscilages do primeiro
e segundo, respectivamente, pode-se afirmar que:

()T, =4T,
()T, =21,
()T, =T,

( )T,=0,5T,
() NDA

Dois blocos de massas m, e m, sdo ligados por uma mola de
rigidez k. A mola esta comprimida com a ajuda de dois fios, como
mostra a figura. Os fios sdo queimados. Determinar o periodo de
oscilacdes dos blocos.

m, CIITSETROONsTnae | m

7

Uma caixa de massa M encontra-se na horizontal. O coeficiente
de atrito entre a caixa e a mesa é u. No interior da caixa, existe
um corpo que pode se mover no fundo da mesma. O corpo é
preso por uma mola de constante elastica K. Qual a amplitude
maxima das oscilacbes do corpo para que a caixa permaneca
em repouso?

k
w HHIIIH

N

Duas molas ideais, sem massa e de
constantes de elasticidade k, e k,, sendok,
< k, acham-se dependurados no teto de
uma sala. Em suas extremidades livres
penduram-se massas idénticas. Observa-se
gue, quando os sistemas oscilam
verticalmente, as massas atingem a mesma
velocidade maxima. Indicando por
A, e A, as amplitudes dos movimentos e
por E, e E, as energias mecanicas dos sistemas (1) e (Il),
respectivamente, podemos dizer que:

A)A >A eE =E, B) A, <A,eE =E,
QA >A ek >E D)A <A ek <E
E) A <A, eE >E,

Uma barra de massa (m) repousa sobre dois cilindros que
giram em velocidades contrarias. A distancia entre os centros
dos cilindros é () e o coeficiente de atrito entre este e a barra
é u. Achar a frequéncia das oscilacoes.

o
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14. Uma caixa de massa M = 10 kg

15.

16.

17.

18.

estd sobre uma mesa horizontal.
Da caixa, por meio de uma mola de
constante K = 600 N/m, esta
suspensa uma massa m = 2 kg.
Determine o valor da amplitude das
oscilagbes da massa m para gue a
caixa M fique na iminéncia de saltar sobre a mesa.

As forcas que atuam nas particulas sao perpendiculares
ao eixo 00" e sdo funcdes da distancia ao mesmo eixo 00'.
As velocidades séo v, e paralelas a 00" e as massas m.
Podemos afirmar que:

! Ir
0 0’

A) se as forcas sao do tipo (F = —kr), podemos garantir que as
particulas se encontrardo em O'.

B) se as forcas sao do tipo (F = —kr), ndo podemos garantir que
as particulas se encontrardo em O'.

C) se as forcas sdo do tipo (F = —kr), podemos garantir que as
particulas passam por O’, mas nao no mesmo instante.

D) todas as particulas se encontram em OOQ’, independente
do tipo de forca.

E) N.D.A.

Por um plano horizontal e liso, desliza uma haste fina de
comprimento L. A velocidade da mesma é v,. Esta chega a uma
regiao rugosa (coeficiente de atrito w). Considere que ela para
antes de entrar completamente na regiao rugosa. O tempo que
a haste leva para parar totalmente é:

A T M9 B) T |M9
2V L 4\ L

Q) V/ug D) V./2ng

E) N.D.A.

Duas molas, cujas constantes sdo K, = 100 N/m e K, = 50 N/m,
estdo unidas a uma parede vertical e a um corpo de massa m.
Em um determinado instante a mola K, é elongada 0,3 m e
amolaK,, ¢ comprimida 0,3 m. Determine, em cm, a amplitude
das oscilacoes do corpo. Despreze os atritos.

K,

K, m

7

Na figura, o bloco tem massa 10 kg, o plano de apoio é
horizontal e as quatro molas ideais sdo idénticas, apresentando
cada uma constante elastica 2,5 - 102 N/m. Com o bloco na
posicao de equilibrio (ponto 0), as quatro molas apresentam-se

livres de qualquer deformacao.

3 S

20 cm 20 cm
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19.

20.
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O bloco é entdo deslocado até o ponto P, de onde é
abandonado, passando a oscilar em condicdes ideais entre
P e P’. Determine, para o sistema oscilante:

A) a energia mecanica.

B) o periodo de oscilacdo.

(ITA) Dois movimentos harmdnicos simples estao caracterizados
no gréafico abaixo. Podemos afirmar:

X; = Acos(mt —EJ
2

x, = Bcos(ot + 1)

D) X = Asen(wt+g)

X, = —Bsen(wt—g)

(ITA/SP) Um observador em um
referencial inercial estuda o
movimento de uma particula.
A partir dos valores da
velocidade v e da coordenada
X, posicdo da particula, obteve

V2

o grafico ao lado. g
0 X
x(m) v(im-s™)
0 * L. A
m
+A 0

Dentre os valores obtidos acham-se tabelados anteriormente,

onde k, m e A sdo constantes positivas.

A) Trata-se do lancamento vertical de um foguete, na superficie
da Terra, com velocidade inicial k/m, uma vez que a medida
gue a altura x aumenta, tem-se uma variacdo constante da
velocidade.

B) Para um observador fixo a particula, o movimento é circular,

com raio A? (£+ 1).
m

C) Trata-se de um movimento harménico simples com
amplitude A, constante elastica k, massa da particula m e

- kx .
aceleragdo | —— |, para um observador na origem dos x.
m

D) Para um outro observador inercial, o movimento é retilineo

- kA
com aceleracdo constante -

E) A particula move-se sob a acdo de uma forca constante.
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01. Uma mola de massa desprezivel tem

Exercicios Propostos

constante elastica K e comprimento L,
guando nao esticada. A mola é suspensa
verticalmente por uma das extremidades
e em outra extremidade é preso um corpo
de massa m. Inicialmente o corpo é
mantido em repouso em uma posicao tal
gue a forca exercida pela mola seja nula.
Em seguida, a massa m é abandonada
com velocidade inicial nula. Desprezando as forcas dissipativas,
o comprimento maximo (L) da mola sera dado por:

A L=l,+79 B) L="9
K K
Q) L=L,+2M9 D) L =219
K K
1 mg
E) L==|L, +—=
) 2(0 K)

02. Uma particula que descreve movimento harmonico simples tem

a seguinte equacao horaria da posicao:

x=100 cos(4t+3f), onde x é dado em cm e em s. Pede-se:

A) a elongagcao maxima.

B) a posicao da particula no instante t = 0.
C) a fase inicial do movimento.

D) o periodo.

E) a frequéncia.

03. Determine o periodo de oscilagdo de um

liquido de massa m e densidade p colocado
dentro de um tubo de area transversal S
(figura abaixo). O angulo de inclinacao do lado
direito é 6.

C
04. No método de Ruchhardt, para medir Y= CJ do ar, usa-se um

grande frasco com um gargalo cilindrico e vestreito de raio a,
aberto para a atmosfera (p, = pressao atmosférica), no qual se
ajusta uma bolinha metalica de raio a e massa m. Na posicao
de equilibrio O da bolinha, o volume de ar abaixo dela no
frasco é V (figura). Calcule a forca restauradora sobre a bolinha
guando ela é empurrada de uma distancia x para baixo, a partir
do equilibrio, o movimento sendo suficientemente rapido para
que o processo seja adiabatico. Mostre que a bolinha executa
um MHS e calcule o perfodo em funcéo dea, m, v, p,ey.

2a
- fO mfo

05.

06.

07.

08.

09.
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Um corpo de massa m,, sobre uma superficie horizontal sem
atrito, oscila com a amplitude A, preso a certa mola de constante
forca k. Quando a mola esta com a elongagdo maxima e o corpo
momentaneamente em repouso, um segundo corpo de massa

m, é superposto a ele.

A) Qual o menor valor do coeficiente de atrito estatico u, entre
os dois corpos, para que o segundo ndo escorregue sobre
0 primeiro?

B) Expligue como a energia total E, a amplitude A, a frequéncia
angular e o periodo T do sistema se modificam pela
colocagéo de m, sobre m,, admitindo que o coeficiente de
atrito seja suficiente para ndo haver escorregamento.

Quanto tempo dura o choque entre uma bola de
futebol de raio r e massa m, em uma parede?
Dados: Pressao interna = p

Pressao atmosférica = p,

Um péndulo duplo oscila com frequéncia angular .
O comprimento do fio que vai do ponto fixo até a massa M,
e o gue vai de M até m valem L. Calcule o periodo (aproximado)
das oscilacoes.

Dados: M =7 m.

M 15'
m
[ = ]
Um corpo de massa m pode deslizar ao longo de um eixo
horizontal 00" entre duas paredes verticais. Em ambos lados do
corpo temos molas ideais de igual constante elastica. O corpo
estd situado simetricamente entre as paredes e os extremos livres
das molas estdo a uma distancia a das paredes. Comunica-se

ao corpo a velocidade V, e 0 mesmo comega a oscilar entre as
paredes. Determine o periodo das oscilacdes. Despreze os atritos.

Uma bolinha de massa m, ligada a uma mola cuja constante é K,
realiza oscilagdes harmdnicas de amplitude A. A uma distancia

% da posicao de equilibrio se coloca uma prancha de aco de
grande massa, na qual bate a bolinha. O choque da bolinha

com a prancha é perfeitamente elastico. Encontre o periodo
das oscilacdes. Despreze a gravidade.

Dado: T:ﬂc m
3 VK
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10.

11.

12.

13.

14.

Uma conta carregada com carga q pode mover-se por um fio
tensionado, de comprimento 21, o qual possui nas extremidades
cargas fixas Q. Encontre o incremento de energia potencial
quando a conta é deslocada x da origem.

.t O °
v
S o 2

Calcule o periodo de oscilagdes do problema anterior.

Um péndulo simples, de comprimento L, esta solidario com
um carrinho que rola sem atrito por um plano inclinado de 8
(figura abaixo). Calcule o periodo de oscilagdo do péndulo no
carrinho rolando no plano ao lado.

Quatro massas iguais m estao unidas por molas de constante
elastica K (ver figura). Simultaneamente, as massas adquirem
a mesma velocidade voltada para o centro.

Em quanto tempo as molas estarao:
A) com o comprimento maximo?
B) com o comprimento minimo?

A figura abaixo mostra um sistema oscilante massa-mola
sobre uma superficie horizontal sem atrito e um outro
corpo que se dirige contra o corpo oscilante, com a
velocidade v. O movimento do corpo oscilante é dado
por:

x(t) = (0,1m) cos(40s~'t)

em que X é o deslocamento do corpo em relagcdo a posicdo
de equilibrio. Os dois corpos colidem no instante em que o
corpo vibrante passa pela posicao de equilibrio avancando para
a direita. A colisdo é elastica.

A) Qual a velocidade v do segundo corpo para que o
sistema massa-mola fique em repouso depois da colisao
elastica?

B) Qual a velocidade do segundo corpo depois da colisdo
elastica?
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15.

16.

17.

18.
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Dois péndulos simples, de comprimento () cada um, estdo
ligados por uma mola de peso desprezivel, como mostra a
figura abaixo. O coeficiente de elasticidade da mola é igual
a k. Em equilibrio, os péndulos estdo na posicao vertical
e a mola ndo se deforma. Determine a frequéncia das
pequenas oscilacbes, de dois péndulos unidos, nos casos:
guando os péndulos forem inclinados, em um mesmo plano,
em angulos iguais, para um mesmo lado (oscilagdes em fase)
e para lados diferentes (oscilacbes em fase oposta).

Z

A) Encontre a dependéncia da energia potencial de uma esfera
de raio r e massa m em relagdo a um pequeno x a partir da
posicdo de equilibrio. A pequena esfera esta deslizando ao
longo de uma superficie curva de raio R.

) C
|\
I\
—
RION

-

é

B) Agora, admita que na mesma situagao exista atrito e
a bolinha ndo desliza. Calcule a frequéncia angular w.
Para este item, faca as seguintes consideracdes: R»re @ « 1.

Um péndulo de massa M e comprimento ¢
oscila em torno da vertical, efetuando
pequenas oscilacdes. Pendurado do péndulo
estd uma pequena massa que oscila na
vertical (acho que a figura explica a
situacdo...). Como é que a massa m afeta o
periodo do péndulo?

A uma polia, de raio r e massa desprezivel, esta fixa uma barra
de comprimento /¢ e massa também desprezivel com uma bola
de massa m na extremidade. Existe um fio enrolado na polia
gue possui uma massa M na extremidade livre (ver figura).
Determine o periodo das oscilacdes.




?3 PROJETO RUMO AO ITA

19.

20.

21.

22.

23.

Encontre o periodo de oscilacdes do péndulo abaixo.
As massas séo m, e m, e a barra possui peso desprezivel.

Uma tdbua de largura h repousa y 4
sobre um cilindro de raio R.
Considerando que nao existe
deslizamento, em que condi¢des a
barra oscilard sobre a posicao de
equilibrio?

A interferéncia de dois MHS ortogonais de mesma frequéncia
resulta:

A) uma reta, se a diferenca de fase for nt, onden=0, 1, 2, 3, ...
B) um circulo, se as amplitudes forem iguais e a diferenca de

fase for % ondem=1,3,5, ...

C)uma elipse, se a diferenca de fase for arbitraria
(diferente de %ﬂ onde k =0, 1, 2, 3, ...) ou n%t
(exclusivamente no caso de as amplitudes dos MHS serem
diferentes).

D) Todas as alternativas acima sao corretas.

Na interferéncia de dois MHS ortogonais, de mesma frequéncia

e amplitude, pode-se afirmar que:

A) a figura de Lissajous ndo podera ser uma elipse.

B) a figura de Lissajous s6 podera ser um circulo.

C) a figura de Lissajous, sé podera ser uma reta.

D) a figura de Lissajous podera ser uma elipse, com eixos
nao coincidentes com os eixos coordenados, desde que a

kmt

diferenca de fase dos MHS seja arbitraria (diferente de
ondek=0,1,2,3,...).

(ITA) Na figura ao lado, que representa a y
combinacdo de dois MHS em eixos )

perpendiculares x = A sen ot e

y = B sen (ot + ), sendo o um numero
positivo, qual das expressdes abaixo
podera representa-lo?

A)a=0 B)O<on<§
C)OSa<g D)0<a<mn
£)0<a< 3

2

24.

26.

27.
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Na figura abaixo, que representa a combinacao de dois MHS em
eixos perpendiculares x = A sen wt e y = B sen (ot + a), sendo o um
numero positivo, qual das expressdes abaixo podera representa-lo?

AY

AR
N\

A)a=0 B)O<oc<g
C)O§a<g D)0<a<n
E)O<oc<377t

2

. Calcule o periodo das oscilacoes de um cilindro preso a duas

molas de constante K, como na figura abaixo.

Ao ponto O de uma parede que forma um pequeno angulo
o com a vertical prende-se através de um fio de comprimento
L uma bola. Logo inclina-se o fio com a bola de um pequeno
angulo B (B > a) e solta-se. Considerando absolutamente
elastico o choque da bola contra a parede, encontre o periodo
das oscilacdes deste péndulo.

Um corpo de massa m é conectado por uma mola num ponto O
sobre uma superficie horizontal, sobre a qual o corpo pode se
mover sem atritos.

O comprimento relaxado da mola é || e sua constante elastica
é k. Num dado instante, a distancia do corpo até o ponto O
ér. Suponha que se faca o corpo girar com frequéncia angular
w e no instante inicial ele ndo possui nenhuma componente
radial de velocidade.

A) Calcule o raio de equilibrio para o qual o corpo realiza
movimento circular em torno de O. Expresse r, em termos
dem,k, I jew.

B) Calcule o periodo de pequenas oscilacoes radiais do corpo
em relagdo ao raio de equilibrio r,. Imagine que inicialmente
0 corpo se encontrava em movimento circular em r, e com
velocidade angular w quando uma pequena perturbagao
radial fez com que ela comecasse a oscilar. Dé o resultado
em funcdode k, mer,.
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28. Um corpo de massa M esté preso a uma mola de massa m e
constante k. Calcule o periodo de oscilagdes do movimento.

29. Dado o sistema abaixo:

A) Escreva a equacado da forca resultante para cada particula.
B) Sabendo que as solucdes sao do tipo: x = Ae*, calcule as
frequéncias naturais do movimento.

30. Trés pequenas moedas idénticas, de massa m cada uma
estdo conectadas por duas cordas leves e ndo condutoras
cada uma, de comprimento d. Cada moeda tem uma carga
desconhecida Q. As moedas sdo colocadas em uma superficie
horizontal, isolante e sem atrito, as duas cordas fazendo um
angulo préximo a 180° conforme mostra a figura. Apds soltar
as moedas, observa-se que elas viboram com um periodo T.
Determine a carga Q de cada moeda.

o —©

31. Um péndulo é formado por uma haste rigida
(de massa desprezivel e comprimento I) e uma massa m presa
em sua extremidade inferior. Ele pode oscilar liviemente em
torno do seu ponto de suspensdo e a gravidade local é g.
Prende-se uma mola de constante elastica k a uma distancia h
abaixo do ponto de suspensao.

Suponha que a mola mantenha-se sempre horizontal

(isto &, podemos imaginar que a mola seja muito longa) e que

ela se encontre relaxada quando o péndulo estiver vertical.

A) Calcule o periodo de pequenas oscilacées do péndulo, em
torno de sua posicao de equilibrio. Assuma que o movimento
esteja restrito ao plano da mola-haste.

B) E se a haste também tivesse uma massa m” homogeneamente
distribuida, como isso entraria na expressao para o periodo?

Lz(m+ml]
3
(kh2 +gL(m+rT2]ID

T=2xn

=33it0
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Uma mesa, com sua superficie a uma altura H do chao, tem um
orificio em seu centro. Uma particula de massa m é presa a um
corpo suspenso de massa M por uma corda de comprimento
| > H, que passa pelo orificio.

A particula pode se mover sem atrito pela superficie da mesa
(e também nao ha atritos entre a corda e o orificio). E dada
a particula uma velocidade angular em torno do orificio
(sem nenhuma componente radial de velocidade).

A) Sendo r a distancia da particula até o orificio, calcule o raio de
equilibrio r=r, para o qual o corpo de massa M fica parado.
Expresse o r, em termos M, m, e g, a gravidade local.

B) Calcule a frequéncia de pequenas oscilacdes radiais da
particula em torno de r,. Imagine que inicialmente a particula
se encontrava em movimento circular emr, e com velocidade
angular o, quando uma pequena perturbacao radial fez com
gue ela comecasse a oscilar.

C) Considere que a particula esteja inicialmente a uma distancia
r do orificio, com uma velocidade angular @. O sistema &,
entdo, solto de modo que o corpo M desca naturalmente
até o chao, isto ¢, suponha que | = H > r. Qual serd a nova
velocidade angular w”da particula nessa nova situacao?

Expresse o resultado em funcdo dos parametros basicos do

problema.
f_® | 3m
2t VM+m
Fique de Olho

Os leitores que tiverem dificuldades em entender a
“matematica” de nossas explicacdes ou que desejarem ir além
calculando o que devera resultar da combinacao de senoides de
determinadas frequéncias podem procurar nos livros de Fisica
informacoes no capitulo que trata de “Composicao de MHS ou
Movimentos Harmoénicos Simples”.

Usando as Figuras de Lissajous para Medidas de Sinais

Existem duas formas de trabalhar com as figuras de Lissajous
para se medir amplitude, frequéncia e fase de sinais senoidais.
Veja que é preciso ter os recursos para se visualizar essas figuras.
O mais comum é o osciloscopio, mas elas podem ser produzidas
em computadores e mesmo por sistemas mecanicos.

A) Sinal Unico

Com a ajuda de um gerador de sinais senoidais ligado a
uma das entradas, podemos descobrir as caracteristicas de qualquer
sinal senoidal que seja aplicado na outra entrada. Este fato torna as
figuras de Lissajous um importante recurso para o diagnéstico de
problemas em equipamentos, ou ainda para a medida de frequéncias
sem que para isso seja necessario usar um frequencimetro.
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Para medir a frequéncia de um sinal empregando as figuras de
Lissajous o que precisamos fazer inicialmente é aplicar o sinal
desconhecido numa das entradas do osciloscopio, por exemplo a
vertical. Na horizontal, vamos ligar um gerador de sinais senoidais
e ajusta-lo até que tenhamos uma figura estavel em que possamos
contar os I6bos ou protuberancias formadas. Vamos supor que,
conforme mostra a figura seguinte, a figura formada tenha 3 l6bos
na parte horizontal e dois na vertical.

3 »l

|«
I~ "

figura gerada com 3 I6bos horizontais e 2 verticais.

Sabemos que a relacao de frequéncias para os sinais
aplicados é de 3 para 2. Dessa forma, se a frequéncia do sinal
aplicado na varredura horizontal que serve como referéncia for de
1500 Hz, por exemplo, a frequéncia do sinal desconhecido sera de
1000 Hz. Veja, entdo, que o maior cuidado que o operador que esta
realizando as medidas deve ter é ir ajustando vagarosamente seu
gerador de sinais para que possa encontrar uma posicao em que a
figura tenha poucos lébos tanto na horizontal como na vertical, e
assim fique facil conta-los. Uma relacdo de frequéncias de 235 para
234, por exemplo, ndo apenas tornaria praticamente impossivel a
contagem dos I6bos mas também nédo poderia ser obtida com a
devida estabilidade. Na figura que segue temos diversas figuras que
sao formadas para relacoes de frequéncias mais comuns.

Figura de Lissajous

oo I

a]
o00®
00000 @
oo % 800009 oo ®©
Osciloscépio

Gerador
de sinais

®,

Frequéncia >

desconhecida
Usando o osciloscopio e figuras de Lissajous para medir frequéncias.

No caso especifico dos sinais de mesma frequéncia quando
obtemos retas, elipses ou circulos nas figuras, podemos medir
também a defasagem do sinal, o que é outro recurso importante
deste tipo de andlise.

B) Dois sinais

Neste caso, podemos usar as figuras de Lissajous para medir
a fase entre eles. Basta aplicar os sinais nas entradas vertical e
horizontal do osciloscépio (que terd o sincronismo interno desligado)
e analisar a figura formada, que podera ser qualquer uma das que
sao mostradas na figura a sequir.

Relacao de Fase

frequéncia (o4

1}
o
a
<
=

3n/4

1:1
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O
/ 2\
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%

PR

Figuras para diversas relacdes comuns de frequéncias.

No computador:

Os leitores com habilidades de programacao poderao
escrever programas simples que gerem as figuras no monitor
de seu computador. Estes programas podem ser interessantes
tanto para o leitor aprender mais como para aulas praticas,
mostrando como serdo as figuras resultantes da aplicagao de
frequéncias determinadas.

Conclusao

Temos salientado em nossos artigos a importancia do
osciloscdpio como instrumento de bancada. Nao sé para visualizar
as formas de onda e medir amplitudes, ele também tem outras
utilidades como as que descrevemos neste artigo. O leitor que
possui um osciloscopio deve familiarizar-se com as figuras de
Lissajous e seu uso e, mais do que isso, deve praticar com seu
uso. Na industria, onde problemas de defasagens de sinais da
rede de energia sdo importantes para se determinar o fator de
poténcia, por exemplo, o uso das Figuras de Lissajous se mostra
em especial de grande utilidade, eliminando assim a necessidade

de outros equipamentos.
Texto extraido de:
http://newtoncbraga.com.br
Autor: Newton C. Braga.

Apéndice

Grandezas Fundamentais

A)  Amplitude: magnitude maxima de deslocamento da posicdo
de equilibrio. (SI = m) ~ A.

B) Periodo: Tempo necessario para a repeticdo do momento
cinemético (X;V;a), ou a repeticao do ciclo. (SI = S) ~ T.

C) Frequéncia: Numero de ciclos por unidade de tempo.

(SI—HZ=1CIC|O=1~S1)—1‘
S

D) Pulsacéo:w=2-m-f

Derivadas

ITA/IME — Pré-Universitario

Sejam u e v funcoes derivaveis de x e n constante.
1. y=Uu"=y=nu"u
2. y=uv=y =uv+vu

uv-—-vu
VZ

u
3- y:—ﬁy‘:
v
4. y=a"sy=a'(naju,(a>0,a=1)

5. y=e'=y=eu
u
6. y=log,u=y =—log,e
u
1
7. y=lhu=y=-u
u
8. y=u=y=vuu+u(nuwv
9. y=senu=y =ucosu

10. y=cosu=y =-usenu
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

y=tgu=y =usec’u

y =Cotg u =y’ =—u cosec’u
y=secu= Yy =usecutgu

Yy =C0sec U = y' = —U' Cosec U cotg u

u

y=arcsenu=y =
1-u?

4

y=arccosu=y = -
1-u

i

y=arctgu=y = >
1+u

y =arc cotgu = >
T+u

y=arcsecu,|u21=y =

y =arc cosec u,u=1=y =

\u\\/uz—1'

Identidades Trigonométricas

0N

10.

sen?x + cos?x = 1
1 + tg% = sec®™
1 + cotg?x = cosec®

1-cos 2x
2

) 1+ cos 2x
cos x=#

sen 2x = 2 sen x cos X

sen’x =

2 5en X cos y = sen(x — y) + sen(x + y)
y) — cos(x + )
y) + COS(X + V)

2 sen xseny = cos(x —

2 COS X COS 'y = COS(x

)
1+sen x:1icos(§—x)

-

Anotacoes

-

AN - 16/03/13 = Rev.: TM
0SG.: 69252/13

J
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