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Gravitacao Universal - Com Gabarito

1. Lei da Gravitagcao Universal de
Newton (1642-1727):

Apoiado nos estudos de Copérnico, Galileu e Kepler,
Isaac Newton apresentou sua lei da Gravitagdo
Universal.

Entre dois corpos quaisquer, pelo simples fato de
terem massa, existe uma forgca de atragdo
denominada forga gravitacional.

A medida da forga gravitacional é traduzida na
apresentacdo da lei:

Il. A forga eletrostatica depende do meio interposto
entre os corpos; a forga gravitacional & sempre de
atracao;

Exemplo de classe: (UFC-04) Considere duas

“A forga gravitacional entre dois pontos materiais
tem intensidade diretamente proporcional ao
produto de suas massas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia que os
separa.”

Matematicamente:

F =

Gm'M

= (1)

A constante de proporcionalidade G € denominada
constante de gravitagdo universal  (Obtido
experimentalmente por Cavendish):

G267 1001 N-m?/kg?
A constante de gravitacdo universal independe dos

corpos que se atraem, da distancia ou do meio
interposto entre os corpos.

Notas:

Forga Gravitacional versus Forga Eletrostatica.

I. A forca eletrostatica pode ser de atragdo ou
repulsdo, porem a forga gravitacional é sempre de
atracao;
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massas puntiformes sob agédo da forga gravitacional
mutua. Assinale a alternativa que contém a melhor
representacdo grafica da variagdo do médulo da forga
gravitacional sobre uma das massas, em funcdo da
disténcia entre ambas.

r 3
F F F
a) r hj r c) r
r 3
F F\
d) r e) r
Resposta: B

Exemplos de classe: (Fuvest-2001) A Estagao
Especial Internacional, que esta sendo construida num
esforco conjunto de diversos paises, devera orbitar a
uma distancia do centro da Terra igual a 1,05 do raio
médio da Terra. A razdo R = F_/F, entre a forca Fe
com que a Terra atrai um corpo nessa Estacdo e a
forca F com que atrai 0 mesmo corpo na superficie da
Terra, é aproximadamente de

a) 0,02

b) 0,05

c) 0,10

d) 0,50

e) 0,90

Resposta: E

Exemplos de classe: O professor Herbert Aquino
pede que vocé calcule a forga gravitacional resultante
sobre a particula de massa m.
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7G-m2
LE

Resposta: Fg =

Exemplo de classe: (UERJ-08) A figura a seguir
representa o instante no qual a resultante das forgas
de interagdo gravitacional entre um asteroide X e 0s
planetas A, B e C € nula.

Admita que:

- da , ds e dc representam as distancias entre cada
planeta e o asteroide;

- 0s segmentos de reta que ligam os planetas A e B ao
asteroide sao perpendiculares e dc = 2da = 3ds ;

- ma, Mg, Mc € My representam, respectivamente, as
massas de A, B,Ce Xema=3mg.

Determine a raz&o mc/mg nas condi¢des indicadas.

Resposta: me/ms =5

2. Intensidade do Campo
Gravitacional nas proximidades de
um planeta:
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a) Para pontos na superficie e externos a um
planeta:

Um corpo atrai outros com uma forga gravitacional
mesmo que eles ndo estejam em contato entre si.
Isto & explicado utilizando o conceito de campo. O
espaco ao redor do corpo em que outros COrpos
experimentam uma forga gravitacional € chamado de
campo gravitacional.

Considere um corpo esférico homogéneo de massa
M, iremos agora calcular a intensidade do campo
gravitacional gerado por este corpo a uma distancia r
que atua sobre um corpo de prova de massa m.

M

\ r [
| \

Defini¢do de Campo Gravitacional:

. F
8= (eq.2)

De acordo com a Lei da Gravitagdo Universal
podemos escrever:

. G-m-M
_r_r?
g_m m
G'M

A expressdo é utilizada para se calcular a aceleragéo
da gravidade em pontos externos a superficie da
Terra. A eq.3 nos mostra que a medida que nos
afastamento do planeta, a aceleragao da gravidade
vai diminuindo (“enfraquecendo”). O professor
Herbert Aquino, chama atengéo para o fato de a
aceleragdo da gravidade s6 depende da massa do
planeta (diretamente proporcional) e do raio do
planeta (inversamente proporcional ao quadrado).
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Simplificando:
Para pontos na superficie do planeta (r=R) ,temos:

M

Para pontos a uma altitude h da superficie do
planeta, temos:

M

r=R+h

v

G M

E simples deduzir a relacdo abaixo:

8h = 85 (ﬁ)z,(eqﬁ)

Nota: Nas dedugdes acima consideramos o planeta
esférico e homogéneo desprezando qualquer efeito
de rotagéo.
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Exemplo resolvido: (AFA-98-Modificada) A
aceleragd@o da gravidade na superficie da Terra, de
raio R, € g. O professor Herbert Aquino pede que
vocé calcule a altura, em relagdo a superficie, na
qual a aceleragao da gravidade valera g/9.

Solucao do professor Herbert Aquino:

Usando a relagdo mostrada anteriormente, temos:

)
gn — &: RLh

-
s

s=e(50)
95 8 \R+n
- ()
9 \R+h
1_ 24

3 R+h
h=2R

Exemplo de classe: (UFPI-2002) Sendo R o raio da
Terra, a que distancia de sua superficie se encontra
um objeto, quando a forga gravitacional exercida pela
Terra sobre ele for igual a 1% do valor de seu peso
na superficie?

a) 3R

b) 6R

)
d)12R

)
Resposta:C

Exemplo de classe: (UFPI-2002) Um planeta tem
massa igual a duas vezes a massa da Terra e tem a
forma de uma esfera cujo raio mede 20% do raio da
Terra. O valor da forca F exercida pelo planeta sobre
um centimetro cubico de agua colocado em sua
superficie é (a aceleragéo da gravidade na superficie
da Terraé g = 10m/s*), em newtons:

a) 500

b) 50
¢) 5,0
d)0,5
e) 0,05

Resposta: D
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Exemplo resolvido: (FUVEST-07) Recentemente
Plutdo foi "rebaixado", perdendo sua classificacao
como planeta. Para avaliar os efeitos da gravidade em
Plutdo, considere suas caracteristicas fisicas,
comparadas com as da Terra, que estdo
apresentadas, com valores aproximados, a seguir.

Massa da Terra (Mr) = 500 x Massa de Plutdo (Mp)
Raio da Terra (Rr) = 5 xRaio de Plutdo (Rp)

a) Determine o peso, na superficie de Plutédo (Pr), de
uma massa que na superficie da Terra pesa 40N (Pt =
40N).

b) Estime a altura maxima H, em metros, que uma
bola, lancada verticalmente com velocidade V, atingiria
em Plutdo. Na Terra, essa mesma bola, langada com a
mesma velocidade, atinge uma altura ht = 1,5 m.

NOTE E ADOTE:
F = (GMm)/R2
Peso =mg

Resolugao:
a) A aceleracdo da gravidade na superficie de
qualquer astro é dada pela expresséao:
GM
TR
Onde: M — massa do astro; R — raio do astro
oM
GM, _— “500 _i GM, _ig
R2 (RTT 200 RZ 2077

O =
5

Como a gravidade em Plutdo é vinte vezes menor que
a terrestre, os corpos pesam 20 vezes menos.
P, = 40N —P, = 2,0N

b) Em um langamento vertical:
V2
29
Como a altura é inversamente proporcional a “g” e
como a gravidade em plutdo é 20 vezes menor que a
terrestre, a altura alcangada sera 20 vezes maior.
H, = 20H, =30m
b) Para pontos no interior do planeta:

mgh:%mv2 —h=
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Agora supondo o planeta esférico e homogéneo,
devido a razdes de simetria (Teorema da Casca de

Newton), a aceleragdo gravitacional em um ponto
interno ao planeta a uma distancia r do centro (C) do
planeta é devido apenas a massa contida na esfera
de centroCeraior.

Assim, em um ponto P; interno ao planeta e a uma
disténcia r de seu centro, temos:

G.
SINT = %KGQJ)

Considerando-se a densidade (M) do planeta
constante, podemos escrever:

- M _ IynT
I S L
3 R 3o

MiNT = % -1%(eq.8)

Substituindo-se a €q.8 na eq.7, resulta:

G (M

Reescrevendo a equagé&o acima e usando a eq.4,
vem:
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B (G - M) r
S8INT — R2 R
Finalmente:

SINT — 8s° %,(qu)

Conclusao importante: A eq.8 nos mostra que para
pontos internos ao planeta a aceleragdo da
gravidade é diretamente proporcional a distancia ao
centro da Terra.

Observacgoes:
. Para o centro do planeta (r=0), temos:

gint = 0

Il. Para pontos na superficie (r=R), temos:

SINT — 8s
Comportamento grafico da aceleracdo da gravidade:

g(m/s?)

Js

g
gs/4 S~

: - 1(m)
r=Rr r=2R

Exemplo de classe: (UERJ-06) Embora sua
realizagdo seja impossivel, imagine a construgao de
um tunel entre os dois polos geogréficos da Terra, e
que uma pessoa, em um dos polos, caia pelo tunel,
que tem 12.800 km de extens&o, como ilustra a figura
a sequir.
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X

L | centro
da Terra

"

z

Admitindo que a Terra apresente uma constitui¢do
homogénea e que a resisténcia do ar seja desprezivel,
a aceleracdo da gravidade e a velocidade da queda da
pessoa, respectivamente, s&o nulas nos pontos
indicados pelas seguintes letras:

a)Y-W

b) W- X

c)X-Z

dz-Y

Resposta: C

Exemplo de classe: (UEL-09) Considerando a Terra
uma esfera homogénea (densidade constante) de raio
R, determine a profundidade h' em que deve ser
colocado um corpo de massa m para que 0 Seu peso
seja 0 mesmo quanto estiver situado a uma altura h da
superficie da Terra.

R-h

3
a)h’:R R—2
(R+h)

3
b)h’:R R—3
(R+h)

3
c)h’: -R—2
(R-h)
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2
R- R
(R-h)
3
R-
(R-h)
Resposta: A

Exemplos de classe: Qual a relagdo aproximada
entre altura H de uma montanha e a profundidade h de
uma mina se o periodo das oscilagdes de um péndulo
simples no pico da montanha e no fundo da mina for
igual?

a) h=2H

b) h=H

¢)v3h=H

d)+v2h=H

e) H=3H

Resposta: A

Exemplos de classe: Determine a profundidade em
relacdo a superficie terrestre em que deve se
encontrar um corpo para que o valor da aceleragéo da
gravidade local seja igual a aceleragdo da gravidade
quando o corpo se encontra a uma altura R da
superficie terrestre. Considere a Terra uma esfera
homogénea de raio R e despreze os efeitos de
rotagao.

a)R/3

b) 3R/4

c) 2R/3

d) R/2

e) 4R/5

Resposta: B

3. Efeito de rotacao da Terra:

Agora suponha que a Terra possa ser considerada
uma esfera homogénea perfeita de raio R e massa
M, que rotaciona com uma velocidade angular w
constante em torno do eixo polar (Norte-Sul). Se um
corpo esta sobre a superficie da Terra (em repouso
em relacdo a Terra), entdo ele compartilha da
mesma velocidade angular da Terra.

Considere uma particula colocada em ponto na
superficie da Terra cuja latitude é A. Esta particula
descreve um circulo de raio r=R-cosA. Sobre esta

web scientia

particula atua uma forca centrifuga F, = m -w? - r
(forca de inércia observada num referencial ligado a
Terra) e a forga peso (P = m - g).

Vamos aplicar a regra do paralelogramo para
determinarmos o peso aparente do corpo colocado

em uma latitude A:
180°-A
mw2r=mw2Rcos2\

mg
Pap

Pap =+ (mg)* + (mw r)* + 2(mg) (mw r)cos(180" - 1)
Substituindo-se r=R:cosA na expressdo acima

e isolado o termo m? e na sequéncia extrair este
termo da raiz quadrada, obtemos:

Pp = m- [g? + R®*w*cos?A— 2gRwcos?A]?

Fow?

. . 1/2
) cns:l—:awﬁcus:}n.] (eq.10)

Pﬂp=mg[1+{
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Dicas gerais para o ITA:

Calculo do peso aparente em dois casos especiais:
. Nos polos (A=90°):

Fap = mg

Il. No equador (A=0°):

Pip = mg — mw?R

De onde concluimos que:

Exp = —W'R

2m 2
- =—] B
E —Bap (T]
E—Eap = 0,034 m/s?

Observe que o valor da aceleragdo da gravidade no
equador terrestre é ligeiramente do que o valor da
aceleragdo da gravidade quando desprezamos a
rotagdo da Terra.

lIl. Se o valor efetivo da aceleragdo da gravidade no
equador fosse igual a zero (gsp =0), a nova

velocidade angular da Terra (w') deveria ser igual a:
Exp=0=g—w" R

- [E

s R
O valor acima é aproximadamente 17 vezes maior que
o valor atual da velocidade angular terrestre atual
(W=17-w).

w

Exemplo resolvido: (UFPA-87) Suponha que a
velocidade de rotacdo da Terra aumentasse até que o
peso de um objeto sobre o equador ficasse nulo.
Sabendo que o raio da Terra valo 6400 km e que a
aceleracdo da gravidade na superficie na superficie
terrestre é 10 m/s2, o periodo de rotagdo da Terra em
torno de seu eixo valeria:

a) 8001 s

b) 1000 s
c) 12001 s
d) 16001 s
e) 18001 s

Resolugao do professor Herbert Aquino:

Para que o peso no equador se torne nulo, temos, que
o valor efetivo da aceleragao da gravidade no equador
fosse igual a zero (g4p =0}, a nova velocidade
angular da Terra (W’) deveria ser igual a:
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_[E
NR
Como
|,_2"”:_ |'E
w=—= |=
T R
R
T=2 -1 l—
"ﬂg
|64IIIIZI-1IIIE'
T=2'T[' |T
N

T=2-w-380-10

T =1600m s

Exemplo resolvido: (Problems in Physics) O
professor Herbert Aquino pede que vocé determine a
velocidade angular w de rotacdo da Terra em torno de
seu eixo, para que 0 peso de uma pessoa no equador
seja igual a 3/5 do seu peso nos polos. Considere
que a aceleragdo da gravidade nos polos terrestre é
igual a g e que o raio da Terra é R.

Solugao do professor Herbert Aquino:

Para que o peso no equador seja igual a 3/5 do seu
peso nos polos, temos, que o valor efetivo da
aceleragdo da gravidade no equador fosse devera

3
ser 3/5 do seu valor nos polos (g,p = -g), anova
velocidade angular da Terra (W) deveria ser igual a:

Eap =g —wR
> ‘R
— —_ _w‘
55 g
2p 2
w R ==
5%
., 2-g
we = ——
5-E
—
128
Y= I5R
\

Exemplo resolvido: (ITA-87) Considere a Terra como
um corpo homogéneo, isotrépico e esférico de raio R,
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girando em torno do seu eixo, com frequéncia V
(numero de voltas por unidade de tempo), sendo g a
aceleragéo da gravidade medida no equador. Seja V' a
frequéncia com que a Terra deveria girar para que 0
peso dos corpos no equador fosse nulo. Podemos
afirmar que:

a) V=4V

b) V'=ca,

c) Nao existe V' que satisfaca as condigdes do

problema.
1

gV’ = (VE +L)E

4-2-R
1

v’ = (v - )’

Resolugao do professor Herbert Aquino:

No equador podemos escrever a aceleragdo na forma:
gg =8, — W'R

Do enunciado temos: gg = g

Assim podemos escrever na situacéo inicial:
gp =g +w"R

Se o valor efetivo da aceleracdo da gravidade no
equador for igual a zero (g's = 0), a nova velocidade
angular da Terra (W’) deveria ser igual a:

ge =0 =gp_w-'2 ‘R

Logo:

0=g+wR—w'’ R

Escrevendo: w' = 2mv'e w = 2mv

Logo: (2mv")? =%+ (2mv)?

1

Finalmente obtemos: V' = (V2 1 Lz)z
4R

Exemplo resolvido: (Poliedro) Sabe-se que, por
causa do movimento de rotacdo de um planeta, a forca
gravitacional no equador € menor que nos polos.
Suponha que o planeta € uma esfera de raio R. O
periodo de rotacdo do planeta ao redor de seu eixo é
T e a densidade média do planeta € p. O professor
Herbert Aquino pede que vocé calcule a que altura h
sobre a superficie do planeta em um dos polos a forga
gravitacional sera igual a forga gravitacional sobre a
superficie do equador?

No equador:

Fep =Fz — Pyp

web scientia

GmM

I]’IW:R:—,.,—P
R2 AP

Escrevendo a massa do planeta (M) em fungéo de sua
densidade temos:

Amp - R*?
M:p—
3
Lembre:
2-m-R
W:
T

Logo a forga gravitacional no equador (peso
aparente=P,p) sera:
__Gm (4Hp-R3) m-4-mw2-R

P -
AP Rz

A forga gravitacional numa altitude “h” é dada por:
GmM

F. =———
° (R+h)?
Reescrevendo a equacao acima:

F o= Gm 4mp - R?
¢ (R+ h)? 3

Finalmente comparando-se:

(4*1:_.-3-3] m-4-72-R Gm 4*11:_.9-}?!)
S T T N S EA

T*-G-p—3-m_ G-p-R’

3-T2 " 3-(R+h)?
., G-p-R*-T*?
(R+H)? =—2
Ir<-G-p—3m

ER+h=T-R ( 3 i )
Tr“-G-p—3m
Finalmente:
1
& 7
h=R T-( - P ) -1
Tr<-G-p—3m
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4. Energia no campo gravitacional:

Energia Potencial Gravitacional

Consideremos um campo de forgas atrativas,
tal que a intensidade (F) da forca de campo é
inversamente proporcional ao quadrado da distancia

. , K
(r) entre os corpos que se atraem, isto é: F = —, em
r

que K é uma constante caracteristica dos corpos em
questéo.

Considerando-se nula a energia potencial do
campo quando a distancia d entre os corpos tende
para infinito U, .., = 0, pode-se demonstrar, com
auxilio de calculo integral, que a energia potencial,
associada ao campo de forgas, sera dada por:

K

U=-——

r
O fato de energia potencial ser negativa que
dizer apenas que:
Em todos os pontos do campo, a energia potencial
€ menor do que no infinito.

Em outras palavras, poderiamos dizer que,
para transportar os corpos que se atraem para o
infinito, onde a energia do campo é zero, é preciso que
um agente externo fornega energia aos corpos.

Assim, se a energia potencial do campo for de
-50J, um agente externo ao campo deve fornecer aos
corpos 50J de energia para transporta-los ao infinito.

E simples compreender que esta energia vai
ser usada para vencer a forca de atragéo que existe
entre 0s corpos.

M

m

O
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A energia potencial gravitacional associada ao
sistema de corpos mostrado na figura acima é dada
por:

G-m-M

U=t

(Estudaremos  este  resultado  nos
apéndices de aprofundamento para o ITA).

Considere um corpo de massa m, animado de
velocidade escalar v, a uma distancia r do centro de
massa da Terra conforme a figura a seguir.

M

vV
m
r

-

Seja M a massa da Terra e G a constante de
gravitagdo universal. A energia mecanica do sistema
sera dada por:

G M et

E=——-+— , (eq.11)

5. Estudo de um satélite em drbita:

Um satélite de um planeta, de acordo com as
Leis de Kepler, pode estar em 6rbita eliptica ou circular
e 0 seu movimento é mantido pela forca de atragdo
gravitacional aplicada pela Terra.

Na orbita eliptica, a velocidade linear de
translagao é variavel e o movimento néo é uniforme
(Estudaremos este caso nos apéndices de
aprofundamento para o ITA).

Estudaremos, no momento, um satélite em
orbita circular e, portanto, com movimento uniforme.

a) Velocidade linear de translagao:
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Satélite

(m)

Seja M a massa do planeta, r o raio da érbita
e G a constante de gravitagdo universal. A forca
gravitacional que o planeta aplica sobre o satélite fara
o papel de resultante centripeta:

Fe=Fgp

Gu-m-M_m-'l.r2

-

re r

Assim:

H

Conclusao: A velocidade de translagdo tem modulo
dependente apenas da massa do planeta e do raio de
sua orbita.

Para 0 mesmo planeta, quanto mais préximo
for o satélite, maior sera sua velocidade de translagéo.

Curiosidade ENEM: Em relagdo ao sistema solar,
Mercurio é o planeta que apresenta maior velocidade
escalar média de translagdo ( mais veloz dos planetas)
e Plutdo é o que apresenta menor velocidade escalar
média de translagdo (mais lento dos “planetas”).

b) Periodo de rotagéo (T):
Lembre:
2-m-r |G - M
v T - | r
N
Logo:
web scientia

|r3
|G-
,\‘G M

Portanto, observe que também o periodo de um
satélite s6 depende da massa do planeta e do raio de
sua orbita.

T=2-m

c) Terceira Lei de Kepler:

Da equagé&o acima, temos:
T 4-m°
r}? G-M

= cte
Na condi¢do em que M => m,

d) Energias:

l. Energia Cinética:
G-M
v= |— alj , .
Sendo /=== e m a massa do satélite, temos
‘\J r

m - ve _G-m-M
2 2r

K=

Il. Energia Potencial Gravitacional:

G-m-M
r
Comparando-se as expressdes das energias cinética e
potencial, notamos que:
U=-2K

Uu=-—

lll. Energia mecanica:

E,=K+U=K+ (-2K)

e) Imponderabilidade no interior do satélite:

A imponderabilidade, isto é, a sensacdo de
auséncia de peso (os corpos flutuam dentro da nave
em Orbita), ndo significa que inexista forca
gravitacional, mas apenas que esta sendo “utilizada”
como resultante centripeta capaz de manter o corpo

10
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em orbita. N&o ha troca de forcas de compresséo
(N=0) entre um astronauta e o ch&o da nave, de modo
semelhante ao que ocorre quando, na Terra, um
elevador estd em queda livre e 0 passageiro néo
comprime o piso do elevador.

Quando um satélite estd em drbita afirmamos
que um objeto no seu interior e o proprio satélite
‘caem”, em relagdo ao planeta, com a mesma
aceleracao ao longo de suas orbitas, aceleracdo esta
imposta pela atragéo gravitacional do planeta.

Exemplo de classe: (UNESP-06) Depois de anos de
interrupgéo, ocorreu neste ano (2005) a retomada de
langamentos do énibus espacial pela NASA, desta vez
com sucesso. Nas imagens divulgadas do dia no
onibus espacial girando ao redor da Terra, pudemos
ver os astronautas realizando suas atividades, tanto
fora da nave como no seu interior. Considerando que
as oOrbitas da nave e dos astronautas sejam circulares,
analise as afirmagdes seguintes.

|. Nao ha trabalho realizado pela forga gravitacional
para manter um astronauta em o&rbita ao redor da
Terra.

. A aceleragao de um astronauta girando ao redor da
Terra deve-se exclusivamente a agdo da forga
gravitacional.

lll. A velocidade vetorial do astronauta ao redor da
Terra é constante.

Estao corretas as afirmagdes:
a) Il, somente.

b) Ill, somente.

c) l e ll, somente.

d) Il'e lll, somente.

e)l, el

Resposta: C

Exemplo de classe: (PUCRS- 06) Durante cerca de
oito dias, um astronauta brasileiro dividiu com
astronautas estrangeiros uma missdo a bordo da
Estacdo Espacial Internacional (EEI). Inumeras
fotografias da parte interna da Estagdo mostraram
objetos e os astronautas "flutuando" no seu interior.
Este fendbmeno ocorre porque

. a aceleragédo da gravidade sobre eles é zero.

ll. os objetos e os astronautas tém a mesma
aceleracao da Estagao.

lIl. ndo ha forga resultante sobre eles.

web scientia

Pela analise das afirmativas conclui-se que somente
esta / estao correta(s)

a)al.

b) all.

c)alll.

dyalealll.

e)allealll

Resposta:B

f) Satélite Estacionario:

Um satélite € dito estacionario quando ocupa
sempre a mesma posicao em relacdo a um referencial
ligado a superficie do planeta.

Para que um satélite seja estacionario, ele
deve satisfazer as seguintes condigdes:

l. Plano de érbita: a drbita deve estar contida no
plano equatorial do planeta.

II. Trajetéria: a drbita deve ser circular.

lll. Periodo de Rotagao: igual ao periodo de rotagédo
do planeta.

O satélite estacionario tem aplicagdo em
telecomunicagoes.

Dica ITA: Vamos calcular a que altura deve ficar um
satélite geoestacionario.
—_— T~

d ~

N
, I

/ Planeta «L

Satélite

Podemos escrever o periodo de rotagdo do satélite da
seguinte forma:

(R +h)?
T=2'T[' |T
N B )
-~ "'|13
T&. .R&
- L] .
4=
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Usando: T=86400s e g = 10m/s?,
Substituindo-se os valores obtemos:
h = 36000km

Raio da érbita geoestacionéria:
r=R+h = 42000km

Velocidade orbital de um satélite geoestacionério:
Vg =W-r

2
Vg =—_—-r
e T
2 -m-42000-10°
Vo = 86400 m/s
vy = 3km/s

e) Satélite rasante:

Para um satélite rasante (junto a superficie
terrestre), desprezando o efeito do ar, temos:

m - vy
m-g, =
R
—_—
Vo =+/8p-R

Para a Terra, temos:
o Aceleragdo da gravidade nas proximidades da
Terra: go=10m/s2;
e Raio da Terra: R=6,4-106m;

bl
vy =+/10-6,4-10°m/s

v, =8,0- 10°m/s = 8km/s

web scientia

Nota: A velocidade do satélite rasante corresponde a
velocidade de langamento horizontal de um corpo para
transforma-lo em um satélite da Terra e é chamada de
velocidade cosmica primeira.

Dica ITA: Periodo do satélite rasante:

2R
Vg = ——

T

2m-R
T =

Vg

_2-314-64- 10%
N 3,0 - 103

T 2 5024= = 83,7min

Em termos préticos aproximamos o periodo do satélite
rasante para 84 minutos.

Exemplo Resolvido: (ITA-1974) Um satélite artificial
descreve uma orbita circular em torno da Terra com
periodo T = 4 -m-4/2R/g, onde R é o raio da Terra
e g a aceleragdo da gravidade na superficie terrestre.
A que altura acima da superficie se encontra o
satélite?

Solugdo: Vamos calcular a que altura deve ficar um
satélite artificial.

7
/ 1
/
/
| \'
' (M) Satélite
‘ (m)
\
\
\
N\
N

Podemos escrever o periodo de rotagdo do satélite da
seguinte forma:
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Observando a figura acima temos: r=R+h.

Usando g=% (aceleracdo da gravidade na

superficie do planeta), podemos escrever o periodo da

seguinte forma:

| (R+ h)3

T=2- -1~ _

"*Jl g-R-

Comparando-se com a equagdo fornecida no

problema:
(R + h)? 2R

- T (—
"*Jl g-R N|g
|(R+h]3_ |%
"\ll g - R? 1‘| g
|(R+h]3 |@
"ﬂl g - R? 1‘| g
(R+h)* 8R
g-R? g
(R+ h)? = 8R?
E+h=2R
Finalmente:
h=ER

Exemplo Resolvido: (IME-81/82) Mostre que o raio r
da orbita da Lua pode ser determinado a partir do raio
R da Terra, da aceleragdo da gravidade na superficie
da Terra e do tempo T necessario para a Lua
descrever uma volta completa em torno da Terra, ou
seja, r=f(g,R,T).

Resolugao:

web scientia

@ Rumo ao ITA

—
d ~

/ g > N
y, \
/ Planeta \
/ \
/ Vv
{ (M) F. Satélite
: = (m)
\ /
\ /
\ /
N /
N - _ e

— —

Da Terceira Lei de Kepler:

4 . qq©

 G-M

| 3

(%]

r

Usando gR* = G- M (g: aceleracdo da gravidade na
superficie do planeta), assim podemos reescrever a
equacgao:

4 . g

gR?

|H
B

-
o

3 3
= =

gh-T
4 - 112
ngT z‘|1;‘r3

4 -l

1":

Exemplo resolvido: (UFPB-11) Os satélites artificiais
sd0 uma conquista da tecnologia moderna e os seus
propdsitos sdo variados. Existem satélites com fins
militares, de comunicag@o, de monitoramento efc. e
todo satélite tem uma orbita e uma velocidade orbital
bem determinadas. Nesse contexto, considere um
satélite de comunicagdo que descreve uma oOrbita
circular em torno da Terra com um periodo de
revolugdo de 8 x104 s. Com base nessas informagdes
e desprezando o movimento da Terra, é correto
afirmar que esse satélite gira em torno da Terra com
uma velocidade orbital de:

Dados:

Aceleragao da gravidade: g = 10 m/s?.

Constante da gravitacdo universal: G =6 x 10-1"N m2/
kg2

Massa da Terra: M = 6 x 1024 kg.

Constante = 3.
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a) 1000 m/s
b) 1500 m/s
c) 2000 m/s
d) 3000 m/s
e) 3500 m/s

Resposta: D

Resolugdo:
A forga de atrac@o gravitacional € a resultante

centripeta.
GMm _v? GM_ %_(ﬂf

m——>—=v">
r2 r r r T
2 11 24 8
3 _GMT* _ 6x10™'x6x10%x64x10° _ ., \ 01
41'[2 4x9

—r=4x10"m
2mr  2x3x4x10’

V= 2
T 8x10

=3000m/s.

Exemplo de classe: (Fgvrj 2010) Muitos satélites
utilizados em telefonia, transmissdes de radio e TV,
internet e outros servigos de telecomunicagbes
ocupam a orbita geoestacionaria. Nesta orbita, situada
no plano da linha do equador, os satélites
permanecem sempre acima de um mesmo ponto da
superficie terrestre, parecendo parados para um
observador no equador. A altura de um satélite
geocéntrico, em relagdo a superficie da Terra, em
orbita circular, é aproximadamente igual a

Dados: G = constante de gravitagdo universal
M = massa da Terra

R =raio da Terra=6,4 x 106 m
[GM/4m21B=22x104ms 28
[24 horas] 23 =2,0 x 103 s283

a) 37600 km.

b) 50000 km.

c) 64000 km.

d) 12800 km.

e) 25000 km.

Resposta:A

Exemplo de classe: (FUVEST-05) Um satélite
artificial, em orbita circular em torno da Terra, mantém
um periodo que depende de sua altura em relagdo a
superficie da Terra.

web scientia

- ——
- oy

-~ b
> S
’ b
F LY
' %
] L]
! L i\
] ’ ]
i ! 1
I f L I
i R 1
) ¥ 3
] \\___..-*’ ?
1
I
Y 4Ry /
LY ra
LY s
~ ’
~, -~
'h_'-.-- -.'.l-f
NOTE E ADOTE:

A forca de atragdo gravitacional sobre um corpo de
massa m & F= GmM/r2, em que r ¢ a distancia entre a
massa e 0 centro da Terra, G é a constante
gravitacional e M € a massa da Terra.

Na superficie da Terra, F = mg em que g = GM/R?;
g=10m/s2e R=6,4 x 106m.

Considere m= 3

Determine:

a) o periodo To do satélite, em minutos, quando sua
drbita esta muito proxima da superficie. (Ou seja, esta
a uma distancia do centro da Terra praticamente igual
ao raio da Terra).

b) o periodo T4 do satélite, em minutos, quando sua
Orbita estda a uma distdncia do centro da Terra
aproximadamente igual a quatro vezes o raio da Terra.

Resposta: a) 80 min b) 640min

6. Fuga do campo gravitacional da
Terra:

A energia mecénica de um corpo, no campo
gravitacional da Terra, € a soma de duas parcelas:

e A energia cinética —

m-w

, Que € sempre positiva;
G-m-M

"
r

e A energia potencial — , que é sempre

negativa;

A respeito do valor da energia mecanica do
corpo, temos trés possibilidades:

a) E,, = 0: isto significa que o corpo tem
energia mecanica suficiente para se libertar do campo
gravitacional da Terra e ainda Ihe sobra energia para
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prosseguir viagem. A energia cinética do corpo, fora
do campo gravitacional da Terra (U = 0}, sera igual a
sua energia mecanica.

b) E,, = 0 : isto significa que a energia do
corpo € apenas suficiente para escapar do campo
gravitacional da Terra.

c) E,, < 0: isto significa que o corpo néo tem
energia suficiente para se libertar do campo
gravitacional da Terra; nesse caso, ou retorna a
superficie terrestre ou entra em érbita em torno da
Terra.

Dizemos, entdo, que existe uma energia que
mantém o corpo preso, ligado a Terra, impedindo-o de
escapar do campo gravitacional terrestre. Essa
energia é denominada “energia de ligagao” entre o
corpo e a Terra e constitui uma espécie de barreira
gravitacional criada pela Terra. A energia de ligagao é
numericamente igual a energia mecanica do corpo
com o sinal trocado, isto é:

G-m-M m-v?

E, = —Ey = —
L M r 7

a) Energia de ligacao entre a Terra e um corpo
parado em sua superficie:

Para um corpo parado, na superficie da Terra
(r=R e v=0), temos:
G-m-M
E,=———
R

Sendo g, = r:?—;'

superficie terrestre, podemos reescrever a equagao
acima na forma:

a aceleracdo da gravidade na

E, =m-gy-R

b) Velocidade de Escape:

Denomina-se energia de escape a quantidade
de energia mecénica minima a ser fornecida a um
Corpo para que consiga ‘escapar’ do campo
gravitacional da Terra.

Em particular, para que um corpo parado na
superficie da Terra consiga escapar de seu campo
gravitacional, ele deve receber uma energia cinética
maior ou igual a sua energia de ligagdo com a Terra.

web scientia

Planeta
VE
(M) >
Satélite
(m)
Matematicamente:
K=E,
ou
Epscare = EL
m - Vz

=m-g, R

Finalmente, podemos escrever:
v=42-g;-R

A velocidade escalar minima de langamento,
para escapar ao campo gravitacional da Terra, sera a
velocidade de escape (ve) dada por:

— =
VvE=+2-2;R

Para a Terra, temos:
e Aceleracdo da gravidade nas proximidades da
Terra: go=10m/s2;
e Raio da Terra: R=6,4-108m;

vg =+/2-10-6,4-10°m/s
Vg = B,D\E- 10% m/s
Vg = B,D»’Ekmﬁs =11,2lkm/s

Portanto, a velocidade de escape do planeta
Terra, isto é, a minima velocidade com que devemos
langar um corpo para que ndo mais retorne a Terra, a
partir de sua superficie, é de,
aproximadamente, 11,2 km /s ( Em termos praticos o
valor da velocidade de escape deve ser maior que
este).

Nota: A velocidade de escape é caracteristica de cada
planeta, dependendo apenas de sua massa e raio, na
suposi¢ao de nédo se considerar os efeitos de rotagdo
do planeta:
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o (P lll. Se um corpo é projetado com uma velocidade

v = | = .[2. g, R maior que a velocidade de escape (v; = k- vg,com

*\‘l R k= 1) ,entdo, ele chegara ao “infinito” com velocidade

A velocidade de escape é denominada velocidade
cdsmica segunda.

Curiosidade:

Dicas ITA:

|. Vamos calcular a velocidade de escape para um
corpo colocado a uma altura h acima da superficie da
Terra:

Planeta

Satélite

(m)

Por conservagéo da energia, temos:

GmM mv' ¢

E
— =040
®Rem 2z 7
a_ | GM
"E_Nl(R+hj Ve

ll. Calculo da velocidade de escape para um corpo
langado entre dois planetas.

Planeta

VE Planeta
DO

Por conservagéo da energia, temos:
G-m-M; G-m-M,] mv'g
- + |+

a Z =0+0
|| [G ‘M, G Mﬂ]
'E? =
E wl d, d,
web scientia

ndo-nula. Assim, queremos determinar a velocidade
do corpo ao atingir o infinito (v).
Planeta

h(tende ao infinito)

&— e—
Sa(tn(ell)ite

Por conservagao da energia:
m(k-vg)? GmM mv?

+0
2 R 2
|| . 2GM
v = |k‘ Vg R
N
[2cM

Lembrando que wvg= |— assim podemos
N

escrever:
—_—
= 1.2 .42 z
v= |kf-vi—v
\ E~ VE

v=wvg-yk*-1

IV. Buraco Negro:

E uma regido do espaco em que a concentracdo de
massa € tdo grande, que a forca gravitacional € tao
intensa, que a velocidade de escape € maior que a
velocidade da luz no vacuo.

Calculo do raio de horizonte:

Ve = ¢

|EGM

— =
&Y

2GM
=

V. Caélculo da velocidade (vo) necessaria para um
satélite atingir uma altura maxima h:
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Planeta

(m)

Por conservagéo da energia, temos:

GmM N m -vé _ GmM
R 2 (R+h)
GM vj GM

R 2 ~ (R+h)

Vi 1 1
foon gt
R R+h

2 = 2GM [1 1 ]
Vo = R R+h
2 _ 56M [R-I-h—R}
Vo R(R + h)

_ 2GMhR
Yo~ JRR+H)

Sendo a aceleragdo da gravidade na superficie do
planetaiguala g = % temos:

2-g,'R-h

= (2 Be * 7
VD_
J ®R+h)

Exemplo resolvido: (AFA-2001- Modificada) A partir
da superficie da Terra, um foguete, sem propulséo, de
massa m, € langado verticalmente com velocidade vo e
atinge uma altura méxima igual ao raio R da Terra. O
professor Herbert Aquino que vocé calcule o mddulo
da velocidade inicial em fung@o da massa da Terra (M)
e da Constante de Gravitagdo Universal (G).

Solugao:

Planeta

Por conservagéo da energia, temos:

web scientia

GmM m-vj _ GmM
R 2 (R+h)
GM v§ GM

R 2 " (R+h)

Vg 1 1
— = CGM- [___]
R R+h

2 = 2GM [1 ! ]
Vo = R R+h
> _ 5eM [R—I-h—R]
Yo R(R+h)

_ 2GMh
Yo~ JRR+H)

Como h=R, temos:

2GMR

Vo —
wl R(R+R)

_ [om

Vo =
wl R
Exemplo de classe: Um foguete de massa m é
langado verticalmente para cima, com uma velocidade
v a partir da superficie da Terra de massa M e raio R.
Considere a aceleracdo da gravidade na superficie
terrestre igual a g ,0 professor Herbert Aquino pede
que vocé determine a altura maxima h que o projétil
atinge acima da superficie terrestre.
R-v®
(2gR—v2)

Resposta; h =

Exemplo classe: Uma nave espacial se encontra em
Orbita rasante a superficie terrestre. O professor
Herbert Aquino pede que vocé calcule o acréscimo de
velocidade da nave espacial para que ela escape do
campo gravitacional terrestre. Considere a aceleragao
da gravidade na superficie terrestre igual a
g = 10m/s” e o raio da Terra igual a R=6400 km.
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c) Trajetéria executada pelo corpo lancado a partir
da superficie do planeta :

Se langarmos um corpo horizontalmente, de um ponto
bem proximo a superficie terrestre, ndo levando em
conta a rotacao e nem a resisténcia do ar, teremos:

|. Para v < 8km/s: Trajetéria parabolica, o projétil
retorna a superficie do planeta.

Il. Para v = 8km/s: O projétil passa a executar uma
trajetdria circular de periodo aproximado de 84 min.

lll. Para8km/s<v<112km/s. O projétil
assume orbita eliptica.

IV. Para v = 11,2 km/s: O projétil assume trajetoria
parabdlica , ndo mais retornando a Terra.

V. Para v = 11,2km/s: O projétil assume trajetoria
hiperbdlica, ndo mais retornando a Terra.

7. Complementos para o ITA e OBF:

A. Gravitacao no Interior da Terra:

Newton resolveu o problema da atragdo entre a Terra
e macga provando um importante teorema, conhecido
como teorema das cascas:

Uma casca esférica uniforme de matéria atrai uma
particula que se encontra fora da casca como se
toda a massa da casca estivesse concentrada no
seu centro.

O teorema das cascas de Newton também pode ser
aplicado a uma situagdo na qual a particula se
encontra no interior de uma casca uniforme, para
demonstrar o seguinte:

Uma casca uniforme de matéria ndo exerce forga
gravitacional resultante sobre uma particula
localizada no seu interior.

Atencdo: Esta afirmacdo ndo significa que as forgas

gravitacionais exercidas pelos varios elementos da
casca sobre a particula desaparecem magicamente,

web scientia

mas apenas que a resultante de todas as forcas
gravitacionais que agem sobre a particula é nula.

Demonstragao importante:

Vamos agora calcular a intensidade da forca
gravitacional que atua sobre uma particula de massa
m localizada no interior de uma casca esférica
homogénea.

I )

Escolnemos agora por¢des infinitesimais da casca
esférica homogénea, de massa M1 e M,, que séo
colineares com a particula de massa m.

Na figura acima, a particula de massa m interage com
a porgao esférica de massa M1 e estabelece uma forca

de interagdo gravitacional dada por:
G-M;m
F,=———
ry

De forma analoga, a particula de massa m interage
com a por¢ao esférica de massa M e estabelece uma
forca de interagéo gravitacional dada por:

G.
F. =

r

=

-
Bapa | b

g

Assim a forca gravitacional resultante é dada por:

1

Fapa | pa

18



Turma ITA - IME
Professor Herbert Aquino

@ Rumo ao ITA

M, M,
Fp=G-m-|———
ry ry

Observando a figura e considerando porgdes esféricas
infinitesimais temos que as areas superficiais podem
ser aproximadas por circulos de raios a € b.

Mageza

Lembrando: Densidade =
M, M,

L-m-a2 L-m-h?

Volume

d=

= constante

Onde: L é espessura da casca.

Logo:

=

(]

M,
— = = constante
a“ b

b3

Observando-se que as porgdes possuem um perfil das
areas em destaque (quase plana), obtemos a figura
abaixo:

a a
S
\ | /
\ /
i N
AN/
O
\ 7
\l/
_X _______ A+
/1N
/ 1\
/ \
/A
/ \
P , AN
/ ' \
/ | \
/ | \
/ | \
/ | \
YV ] o~
— P

Da geometria da figura acima, obtemos:

web scientia

a/2 b/2
thI = =

1"1 I'g
a b
ry B I'y

Elevando-se ao quadrado:
E-@
1"1 N 1"-3
Utilizando as relagdes anteriores:
PR Ly B
Y

I,

r

De onde obtemos:
M, _ M,

ry rj

Assim, concluimos que:
Fr=0

A forga gravitacional resultante sobre a particula de
massa m no interior da casca € nula. Se continuarmos
nossa analise para outro par de pequenas porgdes
esféricas de massa colineares com m, também resulta
em uma forga gravitacional resultante nula sobre m.

Nota: O modulo da aceleragdo da gravidade em
pontos localizados no interior de uma casca esférica é
nulo.

SinTERIGR = O

Exemplo de classe: (UECE-08) Duas cascas
esféricas concéntricas, de densidades uniformes, tém
massas M1 (raio r1) e M2 (raio rz), como mostra a
figura.
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(&

Assinale a alternativa que contém o valor da forga
gravitacional sobre uma particula de massa m
localizada entre as cascas, a uma distancia d dos seus
centros.

a) Gm [(M1 + Mp)/d?]

b) Gm [(M1/r12) + (M2/r22)]

c) Gm [(M1 - M2)/d?]

d) G (mM1/d2)

Resposta: D

Exemplo de classe: (OBF) Em seu trabalho sobre
gravitagdo universal, Newton demonstrou que uma
distribuicdo esférica homogénea de massa surte o
mesmo efeito que uma massa concentrada no centro
de distribuicdo. Se no centro da Terra fosse recortado
um espaco oco esférico com metade do raio da Terra,
0 moédulo da aceleragdo na superficie terrestre
diminuiria para (g € o modulo da aceleragdo da
gravidade na superficie terrestre sem a cavidade):

Resposta: E

B. Principio da Superposi¢ao aplicado a problemas
de Gravitacdo Universal:

web scientia

Exemplo resolvido: Numa esfera de chumbo de raio
2R, faz-se uma cavidade esférica de tal modo que a
sua superficie toca a superficie externa da esfera de
chumbo e passa pelo centro desta. A massa da esfera
antes que a cavidade externa fosse feita era M. Com
que forca, de acordo com a lei da gravitagéo universal,
a esfera de chumbo irda agora atrair uma pequena
esfera de massa m, que se encontra a uma distancia
6R de superficie conforme a figura abaixo.

777777777777777777 g)m

|
|
6R E
|

»

A

Solugao:

A interagdo gravitacional entre a esfera ( com a massa
extraida) e a esfera de massa m pode ser analisada
usando o principio da superposigado. Primeiramente
calculamos o efeito de toda a esfera maci¢ca de massa
M sobre a particula de massa m, em seguida estuda-
se o efeito da parte retirada e por fim determinamos o
efeito resultante da esfera com a cavidade sobre a
particula de massa m.

] 8R
Mo §
A F_@n
A
7R
Fo o
< m
massa o
\ A
extraida
Fr=Fi-F2
~—Qm
A
M-mx

20



Turma ITA - IME
Professor Herbert Aquino

@ Rumo ao ITA

Para a esfera maior (M) e para cavidade esférica
extraida (mx) a massa é distribuida uniformemente,
assim, a densidade é constante, dessa forma
escrevemos:

d= M B My,
~ 4-m-(2R)®  4-m-R3
3 3

mx_(R 3
M \2

M
m, = —
¥ 8

Apos determinarmos a massa que foi extraida, vamos
usar a lei da gravitag@o universal e determinar a forgas
de interagdo gravitacional.

A forca de interagcdo entre a esfera macica e a

particula
GMm GMm

F., = - = —
1 (8R)? 64-RZ

Se a esfera extraida de raio R interage com a particula

de massa m, a forca é dada por:
_G'My-m  GMm

27 (7R)?  8-49-R?

Agora, a interagdo da esfera grande (com a massa
extraida) e a particula colocada em A, sera uma forca
gravitacional de moédulo igual a F = Fy — F,. Esse
pensamento é valido no sentido em que ao extrair
certa massa da esfera, esta parte ndo exercera mais
atracdo sobre a particula, portanto, a agao da esfera
sobre a particula diminui deste valor. Logo a interagdo
da esfera com a particula é igual a:

Fr=F; —F;

GMm GMm
FR = ER -
64-R< 8-49-R-

_41-G-M-m

F =
R 3136 - R2

C. Estrela binaria:

Considere uma estrela binaria formada por
duas estrelas de massas ms e m; separadas por uma
distancia r em que ambas girando em torno do centro
de massa com a mesma velocidade angular conforme

web scientia

a figura abaixo. Nosso objetivo neste complemento é
determinar o periodo de rotagédo do sistema e o valor
da velocidade orbital de cada uma das estrelas.

el r -
A
V1
W
m1 ) ma

CM
V2

No sistema ndo atuam forgas externa (forca
gravitacional entre as estrelas é interna ao sistema),
assim o momento linear total do sistema e a
velocidade do centro de massa permanece constante
em relagdo a um referencial inercial, estando o centro
de massa do sistema em repouso (vewm=0, pois ha uma
compensagdo da quantidade de movimento das
particulas|m v, | = |m,v,|). As particulas apenas
apresentam movimento de rotagdo em torno do centro
de massa.
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r

A
A

——p

2

—————————— P

I

Sejam rq e r as distancias de m1 e mz do centro de
massa do sistema e r a distancia entre elas indicadas
na figura acima. Entdo, podemos escrever:

r=mn+mn

Como o centro de massa permanece em repouso,
podemos escrever (Veja a figura abaixo):

r

A

m1. CM\;/ ‘ ma

|
|
|

|
- ——————————————— P |
I ': ) i X
-I'1 0 V)
_ _ml'(_‘”l] +my 1y
X‘J_-Jnd - ':I -
my + m,
De onde vem:

myr = My

Determinando r1;

T, -7y
Logo:rp, = —

]

De onde escrevemos:

web scientia

my

™t =r

2

m, T

e (m, +m,)

Determinando ro;

m, m, T

r2=

m. . (m1 +m:':]

o omy-r
I'5

- (m, + m,)
Agora iremos determinar a velocidade orbital de cada
uma das estrelas:
Para a estrela de massa m1:
A forca gravitacional esta atuando como forga

resultante centripeta, de onde podemos escrever:

Gmym, myvy

re ry
Gm, vy
2 m, " T

(mi + m:j

—

| Gm%
vy= [———
N
Para a estrela de massa m2:
A forga gravitacional esta atuando como forga

resultante centripeta, de onde podemos escrever:

Gmym, m,v;

re r,
Gm, _ vy
2 m, T
(mi + m:j
-
| Gmy
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Calculo do periodo de revolugdo do sistema binario
formado pelas estrelas:

_2mry

Vq

il e
G, g

| Gm3
[((m, +m,)-r
Nrew

T =

De onde, finalmente obtemos:

B

T=2m" ————
Nl G- (m; + m,)
Como o sistema é isolado, ambas as estrelas

descrevem orbitas circulares em torno do centro de
massa com 0 mesmo periodo.

Caso especial: Outro ponto de vista para o sistema
binario (Interacao Terra- Satélite)

Usando: my = M e m, = m

Na aproximagdo: m << M

Obtemos: v, = 0 = V(Terra em repouso)

—
Para o satélite: v, = v = 1}'% (velocidade orbital)
[ =
T = 2 -m_|——(periodo do satélite em 6rbita)
A GM

Exemplo Resolvido: Duas estrelas de massas m e
2m respectivamente, separadas por uma distancia d e
bastante afastadas de qualquer outra massa
consideravel, executam movimentos circulares em
torno do centro de massa comum. Nestas condicoes, o
professor Herbert Aquino pede que vocé calcule o
tempo para uma revolugéo completa e a velocidade da
massa 2m.

Solugao do professor Herbert Aquino:

web scientia

d

A
\

Usando os resultados obtidos anteriormente:
m,'r m-d d

- (m; +m,) 3m 3

ry

m, - I 2m-d 2d

r, = = =
= (my+m,) 3m 3

Periodo:

e

T=2n ————
NlG-[ml-I-m:]

dE
T=2m" |
,,JG-Em
|I d?
T=2m- |3-G-m
\

Calculo da velocidade da estrela de massa 2m:
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G- m | U=0 (rtende ao infinito)

V1=
N|3 d |

Exemplo de classe: (ITA-12) Boa parte das estrelas
do Universo formam sistemas binarios nos quais duas

estrelas giram em torno do centro de massa comum, iy .
CM. Considere duas estrelas esféricas de um sistema dr ds
binario em que cada qual descreve uma 6rbita circular ——4--3
em torno desse centro. Sobre tal sistema s&o feitas r

duas afirmagoes: Fe

l. O periodo de revolugdo € o mesmo para as duas
estrelas e depende apenas da distancia entre elas, da
massa total deste binario e da constante gravitacional. r
Il. Considere que RT e R_; sa0 os vetores que ligam o
CM ao respectivo centro de cada estrela. Num certo
intervalo de tempo At, o raio vetor RT varre uma
certa area A. Durante este mesmo intervalo de tempo,

o raio vetor R, também varre uma area igual a A.

Diante destas duas proposigdes, assinale a alternativa
correta.

a) As afirmacdes | e Il sdo falsas.

b) Apenas a afirmagéo | € verdadeira.

c) Apenas a afirmagao Il é verdadeira.

d) As afirmagdes | e Il sdo verdadeiras, mas a |l ndo
justifica a |.

e) As afirmagdes | e Il sdo verdadeiras e, além disso, a AU=W,g = —Wgg
Il justifica a .

AU = Uz — Uy = —Wg,
Resposta: B

Condigoes:

1.Parar = o, temos: U; = 0.
D. Energia potencial gravitacional (Demonstracao 2.Parar =r, temos: Uz = U,

de aprofundamento ITA):

Suponha que uma particula esteja inicialmente u= _WFf-:_j Fg-ds

infinitamente separada da superficie da Terra.
Estamos interessados em encontrar uma expressao
para a energia potencial gravitacional U da bola no
ponto P da sua trajetéria, a uma disténcia R do centro

U=—fFG-ds-cosﬂ

da Terra, para isso, primeiro calculamos o trabalho Da figura: d5 = —dr

Wrc realizado pela gravitacional de uma distancia

muito grande (infinita) da Terra at¢é o ponto P Podemos reescrever a equagso:
(distancia r do centro da Terra).Como a forca r

gravitacional é variavel, usaremos o célculo integral. U= —J. F-(—dr)

web scientia
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*G-m-M
U:J. Lﬂ.(drj
r.l'.

o0

U=G-m-I‘-‘IJ. r~% - (dr)

Fazendo o célculo da integral obtemos:

1['
U:-G-m.M.[_]
Fle

1 1
U=—G-m-M-[———]
i o

Finalmente:
G-m-M

T

U=-—

Nota 1: A energia potencial dada pela equagao
U=-— G'”:'M é uma propriedade do sistema das duas
particulas e ndo de uma delas isolada. Para o sistema

Terra-Particula, M = m ¢é comum falarmos em
energia potencial da particula.

Nota 2: O trabalho realizado pela forca gravitacional é
independente da trajetdria (Forca conservativa).

Detalhe: Variagao da energia potencial.

m(}T

|
&

web scientia

Quando tomamos o infinito como nivel de referéncia, a
energia potencial da particula quando ela se encontra
na superficie da Terra (r=R) é dada por:
G-m-M
R

A uma altitude h a energia potencial gravitacional do
sistema sera dada por:

G-m-M

(R+h)

U=-—

U, =

Logo, podemos calcular a variagdo de energia
potencial gravitacional quando uma particula é
transportada da superficie do planeta até uma altitude
h, que dada por:

AU=U,—U
AU = G-m-M [ G-m M}
"~ (R+h) R

R R+
AU = G y [R+h—R]
em R-(R+h)
G-m-M-h
AU = A
R- {1+EJ

Lembrando que a aceleragdo da gravidade na

superficie do planeta € dada por g = G}::, logo:
sa-h
AU = s A
(1+7)

Finalmente, para pequenas altitudes temos::; - 0.

Resultado: AUZ m-g-h

Exemplo resolvido: (Peruano) Considere duas
particulas de massas e velocidades mostradas na
figura abaixo. O professor Herbert Aquino pede que
vocé determine a maxima separagdo entre as
particulas  considerando-se apenas a forca
gravitacional entre elas.
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m 4m

va=4v . ‘_;B=v

Solugéo:
A separacao entre as particulas sera maxima quando

a velocidade relativa entre elas for igual a zero.

m
va=4v ‘

4m

‘TB:V

a

Inicio

m 4m
va=U . ‘_;BEU
d

Final
Aplicando-se o principio de conserva¢do do momento
linear temos:

m(—4v) + 4m-(—v) =m-(—u) + 4 -m- (u)

Logo:
u=0

Sendo assim a maxima separagdo ocorre quando
ambas as esferas ficam em repouso (instantaneo)
simultaneamente. Agora podemos aplicar o principio
de conservagao da energia:
Ema = Eme

G-m-4m m(4v)? 4m-v?
a 2 2 d

—8Gm + 20av? _ 4Gm

2a d

2-G-m-a

 2-G-m—5-a-v?

d

O exemplo anterior é extremamente importante, pois
tratamos de duas leis de conservagao: conservagao do
momento linear e conservagdo da energia. Um tipo de

web scientia

erro comum é aplicar equagées de Movimento
Uniformemente Variado em situagdes desse tipo.

Exemplo resolvido: (New Pattern- DC Pandey )Trés
particulas de mesma massa m e raio R estdo
inicialmente em repouso nos vértices de um triangulo
de lado d. O professor Herbert Aquino pede que
determine a velocidade das particulas imediatamente
antes das colisdes entre elas considerando-se apenas
a interacdo gravitacional entre as particulas.

Solugao do Prof. Herbert Aquino:

m

m m

Vamos aplicar o principio de conservacdo da energia
mecanica entre as configuracdes inicial e final:

Eme = Eun

E-G-m-m_ 3 Gu-m-m_l_3 m-v
d B 2R 2
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Exemplo resolvido: (Moysés Nussenzveig) Duas
particulas de massa m¢ € mz sédo soltas em repouso,
separadas de uma distancia inicial rop, movendo-se
apenas sob o efeito de sua atragdo gravitacional
mutua. Calcule as velocidades de duas particulas
quando se aproximam até uma distancia r (r < 1)
uma da outra, conforme indica a figura abaixo.

rO |

. Lt}

m1 m2

o 3 V1 V2 . m,

P

r

Aplicando-se a conservacdo do momento linear
(sistema isolado: forga gravitacional é interna ao
sistema de particulas), temos:

Qantes = Qperois

Algebricamente escrevemos:
':I= mi'\?1+m2 " [_vzj

my vy
v = ——
2 m,
Em seguida, aplicamos a conservagdo da energia

mecanica;

Emr = Emn
G- my - my G- my - m, ml-vf m:-v-f
— = — +
o T 2 2
1 1 1 - mi"ﬁ_:
+G-m1-m:-[F—TD —E-[ml-v1+m:-( - jl]
web scientia

- [1 1 . (m,_-v,_]:
+2 my "y r'_r'n = |my v+ mg my

Finalmente:

2:-G-m3 |1 1]
v, = - = = —
1 (m;+m,) Ir 1

2-G-mj 1 1]
v, = - = = —
: (my +my) Lbr n
Exemplo de classe: (Halliday) Duas particulas de
massas m e M estdo inicialmente em repouso a uma
distancia infinita uma da outra. Mostre que, em cada
instante, a sua velocidade de aproximagao relativa,
devido a atracao gravitacional, é
J2-6G-(M+m)/d, onde d é a separagio entre
elas em cada instante.

Exemplo de classe: (Peruano) Determine a energia
potencial gravitacional associada ao sistema de
particulas mostrado na figura abaixo.

11-G-m?
Resposta: Ep = ———
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Comentario para o ITA: A energia potencial de um
sistema de particulas é igual ao trabalho que precisa
ser realizado por um agente externo para formar o
sistema, tendo como ponto de partida uma
configuracdo de referéncia padrdo. Se quiséssemos
separar o sistema em trés massas isoladas, teriamos
que fornecer uma quantidade de energia igual a
11-G-m~
E=+ .

E. Calculo da energia potencial gravitacional de
uma particula (particula-planeta) quando localizada
no interior a uma distancia r de seu centro.

O professor Herbert Aquino chama a atengédo para o
caso em que o corpo é langado de um ponto qualquer
no interior do planeta, para calcular o trabalho
realizado pela forga gravitacional, temos:

Maodulo do trabalho realizado pela
Forca Gravitacional

O trabalho realizado pela forca gravitacional entre um
ponto no interior do planeta a uma distancia r do
centro e outro ponto na superficie (=R) é dado em

web scientia

modulo pela area do trapézio destacada na figura
acima:

[m-gu+m-gﬂ,-%]-(R—r:]

T =
| Tecl >
r

m-gu[l-l-l:—(]-[R—r:]
T =
| Teel 5
o mg R+D)-R-D)
FG SR

m-g, - (R*—r?)
ITeel = ——

2R

Observe que o trabalho realizado pela forga
gravitacional é negativo (a for¢a gravitacional possui
sentido oposto ao vetor deslocamento da particula:
trabalho resistente). Assim podemos escrever o
trabalho realizado pela forga gravitacional entre os
pontos A e B:

mego (R2=1Y)

T =
FG EIR

_m'gu'{rz_Rz}

Lembrando que a forga gravitacional ¢ uma forga
conservativa (trabalho realizado pelo peso é
independente da trajetdria), assim podemos escrever:

Tee = —AU = —(Ug — Uy)

Tee = U —Ug

Lembrando que energia potencial da particula quando
ela se encontra na superficie da Terra (r=R) é dada
por:

G-m-M

=—-m-g,"R
R Bo
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G-M .

Com g, = —z, com isso podemos escrever:

m - g, - (r* —R*)
2-R

=U;—(—m-g, R)

Logo, a energia potencial gravitacional do sistema
particula-planeta para um ponto localizado no interior
do planeta:

_m-gu-[rz—ERz}
U= 2-R

Memorize o resultado acima.

Finalmente, a energia potencial quando a particula se
encontra no centro (r=0) do planeta é dada por:
3-m-g,-R

U, = —
! 2

Exemplo resolvido: (Tipler) Um buraco é feito da
superficie da Terra até seu centro, conforme indica a
figura abaixo. Ignorando a rotagdo da Terra e
resisténcia do ar e modelo da Terra como uma esfera
de densidade uniforme, determine a velocidade de
escape para uma particula langada do centro da Terra
expressando sua resposta em fungdo de m, go € R.

Solugéo do Prof. Herbert Aquino:

Agora iremos abordar o langamento do corpo de um
ponto no interior do planeta. Considere que fosse
possivel escavar um tinel até o centro da Terra
conforme mostra a figura abaixo. Ignorando a rotagéo
da Terra e resisténcia do ar e modelo da Terra como
uma esfera de densidade uniforme, vamos determinar
a velocidade minima necessaria para uma particula
langada do centro da Terra escapar do campo
gravitacional terrestre.

web scientia

Para calcularmos a velocidade de langamento do
centro da Terra basta aplicarmos o Teorema Trabalho-
Variagao da Energia Cinética entre os pontos A e B:

Ter = AE;
Sobre a particula a Unica forca que atua entre os

pontos A e B é a forga gravitacional (peso), assim
construimos o grafico abaixo.

|
s Fo :
|
I
I

mM-go

m-gor/R

O trabalho realizado pela forga gravitacional (Peso) em
modulo é igual a area do triangulo em destaque na
figura acima.
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Toel = =5

Observe que o trabalho realizado pela forca
gravitacional é negativo (a for¢a gravitacional possui
sentido oposto ao vetor deslocamento da particula:
trabalho resistente). Assim podemos escrever o
trabalho realizado pela for¢a gravitacional entre os
pontos A e B:

m-g,-R

Tege=————=T
FC 2 FR
m- ‘R

m-g, R

Bou = g + B0 2

m-vi_m-vg m-g,-R
2z 2

Para que o corpo escape do campo gravitacional do
planeta é necessario que a velocidade em B seja igual
a velocidade de escape quando o corpo € langado da
superficie do planeta (vg = vg), assim podemos
escrever (vg = 2 - g, *R):

m-vi_m-E-gD-R m-g, R
2 2 2

Vo =43'2'R

Exemplo resolvido:(Alonso e Finn) Uma particula de
massa m é abandonada de uma altura h (h = R)
imediatamente acima de um tunel que passa pelo
centro da Terra. Considerando a Terra como uma
esfera de constituicdo homogénea e desprezando os
efeitos de rotacdo, o professor Herbert Aquino pede
que vocé determine o valor da velocidade da particula
ao passar pelo centro da Terra em fungéo de h, go e R:
Dado: (go: aceleragdo da gravidade na superficie da
Terra e R € o raio da Terra).

web scientia

Solugao do Prof. Herbert Aquino:

M

@ vi=0

>

|

|
h

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Ema = Eus
U, +Ecy = Ug + Ecg

G-m-M _m-gu-(rz—Esz m - v’
(R+h) B 2-R 2

No centro da Terra temos r=0:

G-m-M M'gD'3R2+M'V2
(R+h) 2-R 2

Usando: gn=% (aceleragdo da gravidade na

Iz

superficie do planeta)

m-gD-RE_ m-gu,-ERz_|_m-'l.r2
(R+h) 2R 2
gD-Rz _ gD.ERE_i_V:
(R+h) 2R 2
gD-Rz _ gD.ER_l_v:
(R+h) 2 2

gﬂ-R2 B —gD-ER—Fv:

" (R+h) 2
28 R _ L3R4y
(R+h) =0 ¥
Z 2-g_-R?

VTR R T Ry

R+ 3h
. g“'R'[R+h]

30



Turma ITA - IME
Professor Herbert Aquino

@ Rumo ao ITA

Exemplo _resolvido: (Renato Brito) E sabido que a
intensidade do campo gravitacional atrativo, no interior
da Terra (constituicdo homogénea) varia linearmente
com a distancia ao centro do planeta, desde o valor
nulo (g=0, no centro da Terra) até seu valor maximo
(g, = 10m/s*) na sua superficie. Admita que seja
possivel cavar um pogo que atravesse a Terra
diametralmente. Se uma pedra for abandonada na
entrada desse pogo, a partir do repouso, com que
velocidade ela atingiré o centro do planeta?

Solugao do Prof. Herbert Aquino:
Do exercicio anterior temos:

_ - [R - 3]1]
V= (B R¥n
Onde R é o raio da Terra e h é altura em relagédo a
superficie da Terra.

Assim, caso a particula fosse abandonada da
superficie do planeta (h=0) teriamos:

v=4g; R

O valor da velocidade no centro do planeta nesse caso
seria igual a de um satélite de érbita rasante. (Para
alunos de Turma ITA lembre-se que a proje¢éo de um
Movimento Circular Uniforme € um Movimento
Harmdnico Simples).

Exemplo resolvido: (Solved Problems in Physics)
Qual a profundidade da cratera que devemos fazer
num planeta de raio R para que, langando um projétil
do fundo da mesma com a velocidade de escape do
planeta, sua altura méxima alcangada seja igual a 3R?

Solugéo do Prof. Herbert Aquino:

vr=0

IR

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Epa = Eus

web scientia

U, +Ecy = Ug + Ecg

m-gﬁ-[rz—ERE]_l_m-vE _ _G'm-M

2-R 2 4R

Usando: g =% (aceleragdo da gravidade na

superficie do planeta) e vZ = 2 - g, - R(velocidade de
escape do planeta).

m-gu,-rz_m-gﬂ,-ER2 m-v% _m-gD-R

2-R 2-R 2 4

mg,r* 3mg,R N Zmg,R mg,R

2R 2 2 4

m-g,-r’ _ 6mg,R—4mg,R—mg.R

2R 4
3 R:
re=—
2
R Ry2
= = = —
V2
Logo a profundidade da cratera (x), & dada por:
R\."E
x=R—-r=R———
2
f2
2
2—+2
2

Exemplo resolvido: (ITA-2005-Modificada) Suponha
que na Lua, cujo raio e R, exista uma cratera de
profundidade R/100, do fundo da qual um projetil é
langado verticalmente para cima com velocidade inicial
v igual a velocidade de escape da superficie da Lua.
Determine literalmente a altura maxima alcangada pelo
projetil.

Solugao do Prof. Herbert Aquino:
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vi=0

T

X=R/00

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Ema = Eup

U, +Ecy = Ug + Ecg

m-g, - (r* —3R?) m-vE_ G-m-M
2R 2 (R+H)
m - 99R 2 ] m-vi G-m-M
B [(28) _gpe] mive _Com oM
2R 100 2 (R+ H)

Usando: g, -R* = G- M (aceleracdo da gravidade
na superficie do planeta) e v = 2 - g, - R(velocidade
de escape do planeta).

mga
2R

a
10000 2 (R + H)

—20199-;{2] 2mg,R  mg,-R?

199 R
20000 R+ H

19801R
H =
199
H =99,5R

Comentario: Esta questéo esta no livro do D.C. Gupta
e esteve na prova do lIT.JEE.

F. Momento anqular na prova do ITA:

web scientia

Recentemente  muitos  problemas  de
Gravitagdo Universal na prova do ITA, para serem
resolvidos necessitam da aplicagdo de duas leis de
conservagao, sdo elas: conservagdo da energia
mecanica e conservagdo do momento angular. Este
complemento tem por finalidade deixar vocé estudante
acostumado com estas ferramentas.

Planeta

Conservagao do momento angular:
m v r-senf = constante

Justificativa rapida: A forga gravitacional € uma forga
central, logo torque resultante em relacdo a qualquer
ponto ao longo de sua linha de agao é nulo. Portanto,
para movimentos de satélites em torno de planetas (ou
de planetas em torno e estrelas), 0 momento angular
nao se altera (permanece constante).

Para as posigdes do afélio e periélio, temos 8=90°:

Im:* v r = constante

Conservagao da energia:

m-:v:  GmM

2 r

= constante

Justificativa rapida: A energia mecanica se conserva,
pois a forga gravitacional é conservativa.

Dica ITA: Satélite descrevendo oOrbita eliptica: em
torno da Terra.
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rp ra

v

a

Considere um satélite de massa m descrevendo uma
drbita eliptica de excentricidade (e) em torno da Terra
de massa M. O semi-eixo maior da elipse € a.

Determinando a distéancia ra e rp da figura acima:

c
e=-
a

Logo:c=e-a
Assim temos:
ry,=a—c=a-(1—e)

rp=atc=a-(1+e)
Usando a conservagao do momento angular, obtemos:
M-Vp"Tp = M -Vy " Ty

_Va'Ty
W = —

P I'p

Aplicando a conservagéo da energia mecanica:

GmM mv; _ GmM mv3
I'p 2 I'a 2
v: —vi = 2GM [— ——]
oA I'p Tga

Finalmente, obtemos:
EG.Mr!J

vy =————
A L (I"A‘i' rpj

web scientia

. 2GMa- (1+e)

vA:EI+EEI'[EI+EEI+EI—EEI:]

Velocidade no afélio:

Razao entre as velocidades no afélio e no periélio:

Vg [1 = E]

Vo 1+e
Comentario: O resultado acima mostra que se a
distancia entre o planeta e o satélite diminui a energia
potencial diminui e a energia cinética do satélite

aumenta, assim a velocidade no afélio sera menor que
no periélio.

Exemplo resolvido: O professor Herbert Aquino pede
que vocé calcule a energia total (de um satélite de
massa m girando ao redor de um planeta de massa
M), no caso de movimento eliptico, relacionando ao
semi-eixo maior a da elipse descrita e a excentricidade
e da elipse.

Solugao do Prof. Herbert Aquino:
Agora determinaremos a energia mecénica total do
sistema Satélite-Terra:

mvs GmM

M2 I'p

£ _1[GM (1+e)] GMm

M7 ala \1—e a-(1—e)
£ GmM [(1+e) 1}
M a(1—e) 2

£ GmM (e—l)

M a(1—e) 2
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GmM

M 2a

Comentario: Este resultado confirma o fato de que a
energia total é negativa e depende apenas do semi-
eixo maior a da elipse. Assim, para todas as orbitas
elipticas que tenham o mesmo semi-eixo maior terdo a
mesma energia total, embora tenham diferentes
excentricidades.

Exemplo resolvido: O professor Herbert Aquino pede
que vocé calcule momento angular (de um satélite de
massa m girando ao redor de um planeta de massa
M), no caso de movimento eliptico, relacionando ao
semi-eixo maior a da elipse descrita e a excentricidade
e da elipse

Solucio do Prof. Herbert Aquino:

Calculo do momento angular total do sistema:

||EGMrPrA

L=m-vg-rg=m  ———:
PoF wl[:rp'kra.:]

||EGM3: (1—e?)

& d

L=m-+GMa(l—e?)

Exemplo resolvido: O professor Herbert Aquino pede
que vocé determine a excentricidade e da orbita
eliptica (de um satélite de massa m girando ao redor
de um planeta de massa M) em fungdo da energia
mecanica do sistema E e do momento angular do
sistema L.

Solucao do Prof. Herbert Aquino:

A energia mecanica total do sistema Satélite-Terra:

. GmM
a 2a
De onde vem:

G-m-M=—-—2-E-a

O momento angular total do sistema:

web scientia

L=m-+GMa(l—e?)
L? = m?® - GMa(1—e?)
L’ =m- (GMm)-a-(1—e?)

L*=m-(—2-E-a)-a-(1—e?)

"

L* .
- =1 — e
2-E-m-a-
bl Lz
e =1+

LZ
e= [14+—m—
2-E-m-a®

Comentario do professor Herbert Aquino: para a
circunferéncia temos que a excentricidade (e) é nula.
De onde podemos escrever:

I°=2-E:-m-a’

L=1'12'E'I'II.'3_Z

Este comentario é baseado em um exercicio do livro
indiano Physics Challenger (Autor: Er. Deepak
Agarwal)

Em resumo: Podemos dizer que o tamanho da orbita(
dada pelo semieixo maior) é determinada pela energia,
e que, para uma dada energia, a “forma” da Orbita
(dada pela excentricidade) € determinada pelo
momento angular(Alonso e Finn).

Exemplo resolvido: Usando a conservacdo da
energia no movimento planetario mostre que a
velocidade v de um objeto numa 6rbita eliptica satisfaz
a relagéo:

) 2 1
17 :G-M.(___)
T i

Solucao do Prof. Herbert Aquino:
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m
Satélite

Planeta

Como j& demonstramos anteriormente, energia
mecanica total do sistema Satélite-Terra € dada por:

GmM
2a

G-m-M=—2-E-a
Aplicando a conservagao da energia mecanica:

. GIIIM_III'VZ GmM

M 2a 2 r
vf_s M G-M
2_ F 2'a
- 1 1
v‘:E-E.M.I:___ﬂJ
r 2
Finalmente:
- 2 1
T =G-M.(___)
T a

Exemplo resolvido: Um satélite é langado da
superficie de um planeta sem atmosfera de raio R, de
modo a entrar em oOrbita eliptica, com disténcias do
apogeu a superficie do planeta de 5R e do perigeu a
superficie do planeta de 2R. O professor Herbert
Aquino pede que vocé calcule a velocidade de
lancamento, sabendo que g é a aceleragdo da
gravidade na superficie do planeta.

Solugao do Prof. Herbert Aquino:

web scientia

ra=6R

A
v

Aplicando a conservagdo do momento angular, temos:
m: Vg g =MmM- "V, "Iy

Vp = 2V,

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Eya = Eup

GmM mv, GmM mvy

I'n 2 Iy 2

GmM mv[;

3R 2 6R 2

GmM mvy,

GmM m(2v,)? GmM mv:
B n al” _ L MVa

3R 2 &R 2

3-vi GM
2 6R

. GM
Vy, =——

4 9R

Aplicando-se novamente a conservagao da energia
entre um ponto na superficie do planeta e o afélio,
temos:

Ena = Ey
GmM mv?®

R 2 ra 2

GmM mv,

GmM mv?®

R 2 6R 2

GmM mv,

GmM mv? _

GmM+m (GM)
R 2 6R 2 \9R
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R 18 6
. 16 GM
-v‘ [ S —
9 R
G- 3 .
Lembrando: & = ——, (aceleragdo da gravidade

R2
na superficie do planeta).

Finalmente:

4

Exemplo resolvido: (D.C. Pandey) A méxima e a
minima distdncia de um satélte a Terra s&o
respectivamente, iguais a 2R e 4R. Considerado a
massa da Terra igual a M e o seu raio igual a R. O
professor Herbert Aquino pede que vocé determine:

a) A velocidade minima e a velocidade maxima;

b) O raio de curvatura no ponto em que a distancia ao
planeta € minima;

Solugao do Prof. Herbert Aquino:

a)
:rp=2 F\i,: ra=4R

B - .
I C N a
Aplicando a conservagao do momento angular, temos:
M-Vp"T'p = M -"Vy " Ty

Vp = 2V,

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Ema = Emp

GmM mv[;

_ GmM mvy,

I'p 2 Ty 2

web scientia

GmM mv>

—_ _GmM mv,

2R 2 4R 2
GmM m(2v,)? _ GmM mvy
2R 2 4R 2

De onde obtemos:
Velocidade no afélio:

o
VA = ey

wl 6R
Velocidade no periélio:
|EGM
T
N
b) Para calcularmos o raio de curvatura no periélio,
basta perceber que a for¢a gravitacional atua nesse

ponto como uma forga resultante centripeta. Logo:
Fe=Fep

m - V3 _ GmM
r  (2r)?

_4-VP-R

GM

r

Lembre:
B 2GM

VP T 3R

De onde resulta:
B 2R

'r'_
3

Exemplo resolvido: (Solved Problems in Physics) Um
missil é disparado do solo com velocidade inicial vo,
formando um angulo a com a vertical como mostra a
figura abaixo. Se o missil deve atingir uma altitude
méaxima igual ao raio da Terra, o professor Herbert
Aquino pede que vocé demonstre que o angulo
necessarioc a« € definido pela relacdo

=

- = =
1 = p .
senc = 2 - *q'l 1—= (;3) , onde vz ¢ a velocidade

o

de escape.
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m: Vg ' I'g" SN = M-V ' I'y " senf
m-v,-R-senc=m-v- 2R sen90°

Vg SENG
v=—"
2

Aplicando a conservagdo da energia mecanica,
obtemos:

Eva = Eus

GmM mv: GmM mvj
Iy 2 Iy 2
GmM mv] GmM 4+ mu?
R 2 2R 2

-

GmM - (1—2) mv] _ mp®

2-R 2 2
GmM nwé mu°
— + =
2-R 2 2
GM -
i _ ——+vi=v
Solugao do Prof. Herbert Aquino: R
Lembrando-se da velocidade de escape:
||2 -G-M
VET TR
N
. 2-G-M
Vo =
E R
vi G-M
2 R
Retornando a equacdo de conservacdo da energia,
temos:
GM 42 "
—_— v; — v;
B o
VE

E - a
——t vy =v"
o
2

Retomando a equacdo obtida com a conservagao do
momento angular:

Aplicando a conservagdo do momento angular, temos:

web scientia
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Vi . (Vo ~Senay?
EERAC Gy
Vg , Yy rsenta

2 TV 4

Dividindo ambos os membros da equag&o por v

sen‘a B 1 (1:15)3
4 2 \y
Finalmente:

Exemplo de classe: (Problem Book- D.C. Pandey)
Um corpo é lancado da superficie da Terra formando
um angulo a=30° com a horizontal com uma

1,5G-M

velocidade v, = . Considere a Terra uma

esfera homogénea de raio R e massa M. Desprezando
a resisténcia do ar e a rotacdo da Terra, o professor
Herbert Aquino pede que vocé determine a altura
maxima atingida pelo corpo em relagao a superficie da
Terra.

Resposta: h=2,33R(valor aproximado)

Exemplo de classe: (ITA-13) Uma lua de massa m
de um planeta distante, de massa M = m descreve
uma orbita eliptica com semieixo maior a € semieixo
menor b, perfazendo um sistema de energia E. A lei
das areas de Kepler relaciona a velocidade v da lua no
apogeu com sua velocidade v’ no perigeu, isto €,
v'(a—e)=v(a+e), em que e é a medida do centro ao

foco da elipse. Nessas condi¢des, podemos afirmar
que

GMm

P E=
GMm

b)E=—T0)
GMm

gl E== (2e)

GMm

d) E=-—2Mm_
x/az +b?

web scientia

_ [25M
&) v'= (a-e)

Exemplo de classe: (ITA-12) O momento angular é
uma grandeza importante na Fisica. O seu médulo é
definido como L =rpsend, em que r € 0 modulo do

vetor posicdo com relagdo a origem de um dado
sistema de referéncia, p 0 médulo do vetor quantidade
de movimento e 60 angulo por eles formado. Em
particular, no caso de um satélite girando ao redor da
Terra, em oOrbita eliptica ou circular, seu momento
angular (medido em relagdo ao centro da Terra) é
conservado. Considere, entao, trés satélites de mesma
massa com Orbitas diferentes entre si, I, [l e Ill, sendo |
e lll circulares e |l eliptica e tangencial a | e Ill, como
mostra a figura. Sendo Li, Ln € Lm os respectivos
modulos do momento angular dos satélites em suas
orbitas, ordene, de forma crescente, L, Ly e L.
Justifique com equagdes a sua resposta.

Resolugao retirada do site www.sprweb.com.br:

O enunciado nos informa a existéncia de duas 6rbitas
circulares (I e Ill) e uma eliptica (ll), conforme figura
abaixo:

Q rp ra
Terra
Il

Sendo © e 7, os vetores posicdo das Orbitas
circulares | e lll, respectivamente, e, r, e T, 0s

vetores posicdo do afélio e do periélio,
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respectivamente, da orbita eliptica Il, observamos que:
=T € hy=ry.

O exercicio trata do momento angular L =rpsene,
onde p=m.v, sendo m a massa do satélite que esta

girando ao redor da Terra e v a intensidade de sua
velocidade.
L =rpsend — L =rmvsend

Como 6 =90°
L =rmvsend — L =r.myv
L=rmv (eq.1)

sen6=1

Dos estudos de gravitagao, temos que:
— Para orbitas circulares

v [oM
r

Substituindo na eq.1, teremos:

— Para érbitas elipticas

| 2GMr,
rp.(ra + rp)

velocidade do satélite no periélio;

2.GMr, : .
V,= |—P sendo Vv, a intensidade da
fa-(fa +1p)

velocidade do satélite no afélio.
Como o momento angular do satélite girando ao redor
da Terra e conservado, podemos utilizar v, ou V.

Considerando Vj, e substituindo na eq.1, teremos:

V,

5 sendo vV, a intensidade da

|_II = rp_m. ﬂ

p-(Fa +1p)
Como =Ty e i ="Ta:
Li=r, 2.GMr, L, = fm. 2.GMyy,

f-(fa +1p) \}ﬁ-(ﬁn +1)
Conclusao
web scientia

L, =nm. (&0
T
2.GM
Ly =1.m. oM
- (i +1)

GM
Ly = ﬁll-m-,f—
iy

Como nrm é constante para L, e L,, €

2GMy; _ |GM
>

(i +17) \I f

COTTIO I‘||| >I‘| L||| >L||

L“ > L| o

Exercicios de Treinamento

1. (IME-74) Um astronauta equipado, utilizando o
esforco maximo, salta 0,60m de altura na superficie
terrestre. Calcular o quanto saltaria na superficie lunar,
nas mesmas condigdes. Considerar o didmetro e a
densidade da lua como 1/4 e 2/3 dos da Terra,
respectivamente.

Resposta: h=3,6m.

2. (IME-81) Um planeta hipotético, esférico e de massa
homogénea, com massa especifica de 2500 kg/m? e
de raio 10000 km, completa seu movimento de rotagéo
de 16 horas e 40 minutos. Calcular a que altura deve
ser colocado um satélite artificial para que mantenha,
enquanto em oOrbita, distancias constantes em relagéo
a estagdes de rastreamento fixas na superficie do
planeta. Considerar: =3 e
G=64-10""1m? /kg- 2

Resposta: h=30000 km.

3. (IME-85) Na superficie de um planeta hipotético, de
raio igual ao da Terra, um péndulo simples oscila com
periodo de 2,0 s. Sabendo, que, na prdpria Terra, 0
periodo de oscilagdo do mesmo péndulo vale v'2 s,
determine a razdo entre as massas do planeta e da
Terra.

Resposta: 1/2.
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4. (IME-88) Um astronauta em traje especial e
completamente equipado pode dar pulos verticais de
0,5m na Terra. Determine a altura maxima que o
astronauta podera pular em um outro planeta,
sabendo-se que o seu didmetro é um quarto do da
Terra e sua massa especifica dois tercos da terrestre.
Considere que o astronauta salte em ambos os
planetas com a mesma velocidade inicial.

Resposta: 3m

5. (ITA-65) Admitindo-se que a aceleragcdo da
gravidade seja g = 9.81m/s” ao nivel do mar,
pode-se dizer que, a uma altitude igual ao raio da
Terra acima do nivel do mar (nivel do mar entende-se
como nivel médio do mar), a aceleragdo da gravidade
vale aproximadamente:

a) 2,45 m/s?

b) 4,90 m/ 5?
c) 9,81 m/s”
d) 19,62m/ 52

e) 9,62 m/s?

Resposta: A

6. (ITA-71) A aceleragdo da gravidade a 3,6:104 km
acima da superficie terrestre (o raio da Terra é igual a
6,40-10%km) vale aproximadamente:

a)2,23-10" ' m/s?
b) 1,48 m/s?
c) 9,82 m/s”
d) 1,00 m/s?
e) Nenhuma das respostas acima € valida;

Resposta: A

7. (ITA-71) Considerando os dados e o resultado da
questéo anterior verifique que o periodo de revolugédo
de um satélite artificial colocado em érbita circular da
Terra naquela altitude € de aproximadamente:

a) 90 min;

b) 90 s;
c) 22 h;
d) 24 h;
e) 12h.

Resposta: D

web scientia

8. (ITA-74) A energia potencial de um corpo de massa
m na superf|0|e da Terra é —G-M;-m/R: . No
infinito essa energia potencial é nula. Considerando-se
0 principio de conservagdo da energia (cinéticat+
potencial), que velocidade deve ser dada a esse corpo
de massa m (velocidade de escape) para que ele se
livre da atracdo da Terra, isto €, chegando ao infinito
com v=0?

Dados:

G=6,67 107N -m? kg™

M; = 6,0 - 10**kg;

Ry =6,0-10°m

Despreze o atrito com a atmosfera.

a) 13,1m/s;

b) 1,13 -10% m/s;

c) 11,3 km/s;

d) 113 km/s;

e) Depende do angulo de langamento.

Resposta: C

9. (ITA-87) A respeito da Lei da Gravitagdo Universal
podemos afirmar que:

a) exprime-se pela férmula P=mg.

b) pode ser deduzida das Leis de Kepler do
movimento planetario.

c) evidencia a esfericidade da Terra.

d) implica em que todos os movimentos planetarios
sejam circulares.

e) € compativel com as Leis de Kepler do movimento
planetario.

10. (ITA-89) Um astronauta faz experiéncias dentro do
seu satélite esférico, que esta em orbita ao redor da
Terra. Colocando com cuidado um objeto de massa mo
bem no centro do satélite 0 astronauta observa que o
objeto mantém sua posicdo ao longo do tempo.
Baseado na 22 Lei de Newton, um observador no “Sol”
tenta explicar esse fato com as hipéteses abaixo. Qual
delas é correta?
a) Nao existem forcas atuando sobre o objeto ( o
proprio astronauta sente-se imponderavel).

G-My-my

b) Se a forca de gravitagdo da Terra F, = r:"

estd atuando sobre o objeto e este fica imovel é
porque existe uma for¢a centrifuga oposta que a
equilibra.

c) A carcaca do satélite serve de blindagem contra
qualquer forca externa.
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d) As forgas aplicadas pelo Sol e pela Lua equilibram a
atracdo da Terra.

e) A forca que age sobre o satélite € a da gravitagéo,
mas a velocidade tangencial v do satélite deve ser tal

v M
que mnrv — :;mn
Resposta: E

11. (ITA-60) Um péndulo simples colocado num
satélite artificial comum, ja em orbita:

a) oscila com periodo igual ao que possui na Terra.

b) ndo oscila e sim permanece parado em relagdo ao
satélite.

c) oscila com periodo maior que o que possui na
Terra.

d) oscila com periodo menor que 0 que possui na
Terra.

e)n.d.a.

Resposta: B

12. (ITA-81) Um satélite artificial de dimensdes
despreziveis gira em torno da Terra em 6rbita circular
de raio R. Suamassaé meada Terraé M (M => m),
Considerando a Terra como uma esfera homogénea e
indicando a constante de gravitagdo universal por G,
podemos afirmar que:

a) a aceleragdo normal do satélite é dirigida para o
centro da ﬂTerra e sua aceleragdo tangencial vale
G-M-R™=,

b) se a atragdo gravitacional pudesse ser substituida
pela agao de um cabo de massa desprezivel, ligando o
satélite ao centro da Terra a tensdo nesse cabo seria

dada por £

-l
=
¢) o periodo de rotagdo do satélite & 21 - Mlﬁ'

d) em relagdo ao satélite, a Terra percorre uma
. a_ s . M-R
circunferéncia de raio —.

e) a Terra é atraida pelo satélite com uma forga de
intensidade % vezes menor que a forga com a qual o

satélite é atr:aido pela Terra.
Resposta: C

13. (ITA-86) Se colocarmos um satélite artificial de
massa m girando ao redor de Marte (6,37 - 10*°kg)

web scientia

numa orbita circular, a relagdo entre a sua energia
cinética T e a energia potencial gravitacional U sera:
u

aT=7
b) T = 2U
)T = i
d)T =mu
e)T=U
Resposta: A

14. (ITA-80) Um foguete lancado verticalmente, da
superficie da Terra, atinge uma altitude méxima igual a
trés vezes o raio R da Terra. Calcular a velocidade
inicial do foguete. Considere M é a massa da Terra e
G constante gravitacional.

__ [3GM
av=_|3
W 2 ‘R
byv= [Z2
B i-R
0)v = ||2:;:~.1
4 3R
— [3CM
d) = %=
aY 4R
Resposta: A

15. (ITA-88) Duas estrelas de massa m e 2m
respectivamente, separadas por uma distancia d e
bastante afastadas de qualquer outra massa
consideravel, executam movimentos circulares em
torno do centro de massa comum. Nestas condicoes, 0
tempo T para uma revolugdo completa, a velocidade
v(2m) da estrela maior, bem como a energia minima
W para separar completamente as duas estrelas séo:

T V(2m) W
a) L | g IE Ede‘
md —— | |22
1‘|36m wl 3d
] o |, fom |
d — N e
Nlad Nlad
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c) . [ Gm? R=6,378-10°m;
Pl L I R M = 5,983 - 10%kg;
JGm |3d h = 2,00-10°m;
g=92m/s%
2 16,81 105(km/h)?
d) |E |E _Gm a) (km/h)
md [— 2- |— d . .
wl Gm wl 3d b) 3,62 - 1032 (km/h)?
¢) 6,05-107(m/s)?
o) | Om2 d) 6,0517 - 107 (m/s)?
211d Ii |Gm + 1 e) Nenhum dos valores apresentados é adequado.
w|3Gm wl 3d
Resposta: C
18. (ITA - 91) Um satélite artificial geo-estacionario
Resposta: E permanece acima de um mesmo ponto na superficie

16. (ITA - 91) Considere um planeta cuja massa € o
triplo da massa da Terra e seu raio, o dobro do raio da
Terra. Determine a relagdo entre a velocidade de
escape deste planeta e a da Terra (velvr) € a relagéo
entre a aceleragdo gravitacional na superficie do

planeta e da Terra (gr/gr).
-

VT 1‘4 ET 2
—

b) & = llieg_l’:E
VT 2 ET %
—

v 3 3
)f= Se¥=-
V’T ‘lq.c E‘T &

3 3
d) E—2g B2 _3
V’T i E‘T i

e) Nenhuma das anteriores
Resposta: B

17. (ITA-91) Considere a Terra como sendo uma
esfera de raio R e massa M, uniformemente
distribuida. Um satélite artificial descreve uma 6rbita
circular a uma altura h da superficie da Terra, onde a
aceleragdo gravitacional (sobre a érbita) € g. Em
termos de algarismos significativos, o quadrado da
velocidade do satélite € melhor representado por:
Dados:

web scientia

da Terra em uma orbita de raio R. Usando um valor de
Ry = 6400 km para o raio da Terra. A razdo R/Ry
é aproximadamente igual a:

Dado: g = 9,8 m/s*( Na superficie terrestre).

a) 290

b) 66

C) 6,6

d) 11,2

e) Indeterminada pois a massa do satélite ndo é
conhecida.

Resposta: C

19. (ITA-92) Na 3% Lei de Kepler, a constante de
proporcionalidade entre o cubo do semi-eixo maior da
elipse (a) descrita por um planeta e o quadrado do
periodo (p) de translacdo do planeta, pode ser
deduzida do caso particular do movimento circular.
Sendo G a constante da gravitagdo universal, M a
massa do Sol, R o raio do Sol temos:

a® GMR
a) —= f—
) p2 A2
. a®  GR
) pz 412
0 a® _ G'M
EE 2-m*
] a®  GM
) pZ RE
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a?  GM

e
) pZ  am?

Resposta: E

20. (ITA-93) Qual seria o periodo (T) de rotagdo da
Terra em torno do seu eixo, para que um objeto
apoiado sobre a superficie da Terra no equador,
ficasse desprovido de peso?

Dados:

Raio da Terra: R = 6,4 - 10% km;
Massa da Terra: M = 6,0 - 10**kg;
Constante de Gravitagdo
G=667-107"N -m? kg2

a) T=48 h

b) T=12h
c) T=1,4h
d) T=2,8 h
)

Universal:

e) T=0

Resposta: C

21. (ITA-94) As distancias médias ao Sol dos
seguintes planetas s&o:

Terra: Rr;

Marte: Rm=1,5Rr:

Jupiter: Ry=5,2R.

Assim os periodos de revolugdo de Marte (Tw) e
Jupiter (Ty) em anos terrestres (A) séo:

a) Tw=1,5A; T;=9,7A;

b) Tu=1,5A; T,;=11,0A;

c) Tw=1,8A; T,=11,9A;

d) Tw=2,3A; T,=14,8A,;

e) Tu=3,6A; T,=23,0A.

Resposta: C

21. (ITA - 1994) Deixa-se cair um corpo de massa m
da boca de um pogo que atravessa a Terra, passando
pelo seu centro. Desprezando atritos e rotagdo da
Terra, para Ix/ =R o corpo fica sob ac¢ao da forga F = -
m.g.x/R, onde a aceleragdo gravitacional g = 10,0
m/s?, o raio da Terra R =6,4 x 106 m e x é a distancia
do corpo ao centro da Terra (origem de Xx).Nestas
condigdes podemos afirmar que o tempo de transito da
boca do pogo ao centro da Terra e a velocidade no
centro sdo:

a)21 mine 11,3 x 103 m/s

b) 21 mine 8,0 x 103 m/s

web scientia

c) 84 mine 8,0 x 103 m/s
d)42 mine 11,3 x 103 m/s
e) 42 mine 8,0 x 103 m/s

Resposta: B

22.(ITA-95) Considere que My é massa da Terra, Rr 0
seu raio , g a aceleragéo da gravidade e G a constante
de gravitacdo universal. Da superficie terrestre e
verticalmente para cima, desejamos langar um corpo
de massa m para que, desprezada a resisténcia do ar
ele se eleve a uma altura acima da superficie da
Terra igual ao raio da Terra. A velocidade inicial V do
corpo neste caso devera ser de:

G-M
ajv = g
2Ry
‘R
hv= |ZT
m
GM
)V = —1
Rt
gR
dv==-=T
2
g M
eV = s
I'Ifl'RT'
Resposta: C

23. (ITA-97) O primeiro planeta descoberto fora do
sistema solar, 51 Pegasi B, orbita a estrela 51 Pegasi,
completando uma revolugdo a cada 4,2 dias. A
descoberta do 51 Pegasi B, feita por meios
espectroscopicos, foi confirmada logo em seguida por
observagéo direta do movimento periddico da estrela
devido ao planeta que a orbita. Concluiu-se que 51
Pegasi B orbita a estrela 51 Pegasi a 1/20 da distancia
entre 0 Sol e a Terra.

Considere as seguintes afirmagdes: se o semi-eixo
maior da oOrbita do planeta 51 Pegasi B fosse 4 vezes
maior do que €, entdo:
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[) A amplitude do movimento periodico da estrela 51
Pegasi, como visto da Terra, seria 4 vezes maior do
que é.

I) A velocidade méxima associada ao movimento
periodico da estrela 51 Pegasi, como visto da Terra,
seria 4 vezes maior do que é.

lIl) O periodo de revolugdo do planeta 51 Pegasi B
seria de 33,6 dias.

a) Apenas | € correta.

b) | e Il s&o corretas.

c) | e lll sdo corretas.

d) Il e lll séo corretas.

e) As informagdes fornecidas séo insuficientes para
concluir quais séo corretas.

Resposta: C

24. (ITA-98) Estima-se que, em alguns bilhdes de
anos, o raio médio da orbita da Lua estara 50% maior
do que é atualmente. Naquela época, seu periodo, que
hoje é de 27,3 dias, seria:

a) 14,1 dias.

b) 18,2 dias.
c) 27,3 dias.
d) 41,0 dias.
e) 50,2 dias.

Resposta: E

25. (ITA-99) Considere a Terra uma esfera
homogénea e que a aceleragcdo da gravidade nos

polos seja de 9,8m/s2. O numero pelo qual seria
preciso multiplicar a velocidade de rotagdo da Terra de
modo que 0 peso de uma pessoa no Equador ficasse
nulo é:

Resposta: E

26. (ITA-99) Um relégio de péndulo, construido de um
material de coeficiente de dilatacdo linear a, foi
calibrado a uma temperatura de 0°C para marcar um
segundo exato ao pé de uma torre de altura h.
Elevando-se o relégio até o alto da torre observa-se
um certo atraso, mesmo mantendo-se a temperatura
constante. Considerando R o raio da Terra, L o

web scientia

comprimento do péndulo a 0°C e que o relégio
permaneca ao pé da torre, entdo a temperatura para a
qual obtém-se 0 mesmo atraso é dada pela relagéo:

27. (ITA-99) Suponha um cenario de ficcdo cientifica
em que a Terra é atingida por um imenso meteoro. Em
consequéncia do impacto, somente o modulo da
velocidade da Terra € alterado, sendo V( seu valor

imediatamente apds o impacto, como mostra a figura
adiante. O meteoro colide com a Terra exatamente na
posicdo onde a distancia entre a Terra e 0 Sol é
minima (distancia OA = R na figura). Considere a
atragdo gravitacional exercida pelo Sol, tido como
referencial inercial, como a Unica for¢a de interagao
que atua sobre a Terra apds a coliséo, e designe por
M a massa do Sol e por G a constante da gravitagao
universal. Considere ainda que 0 momento angular da
Terra seja conservado, isto é, a quantidade de mddulo
m.r.V.sena permanece constante ao longo da nova
trajetoria eliptica da Terra em torno do Sol (nessa
expressao, m é a massa da Terra, r € 0 modulo do
vetor posicéo da Terra em relagdo ao Sol, V o mddulo
da velocidade da Terra e a 0 @ngulo entre e re V). A
distdncia (OB), do apogeu ao centro do Sol, da
trajetoria que a Terra passa a percorrer apos o choque
com o meteoro, é dada pela relagao:

nowva arhita
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(R*.vo?)
(26M-RV,?)
b)

(R%.vo?)

(26M+RV,?)

c)
[RZ.VZ.senZ(a)]
(26M+RV,?)
d)

(R*.vo?)

[Z.G.M + R.vz.senz(a)]

e) R
Resposta: A

28. (ITA-00) Uma casca esférica tem raio interno R1,
raio externo R2 e massa M distribuida uniformemente.

Uma massa puntiforme m esta localizada no interior
dessa casca, a uma distancia d de seu centro (R1 < d

< R2). O modulo da forga gravitacional entre as
massas é

<
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GMm(d® -R®)
clz(Rz3 —R13) '

Resposta: E

Sugestao do professor Herbert Aquino construa o
grafico da forgca no exemplo acima em fungdo da
distancia d ao centro da casca.

29. (ITA-00) O raio do horizonte de eventos de um
buraco negro corresponde a esfera dentro da qual
nada, nem mesmo a luz, escapa da atracao
gravitacional por ele exercida. Por coincidéncia, esse
raio pode ser calculado n&o-relativisticamente como o
raio para o qual a velocidade de escape é igual a
velocidade da luz. Qual deve ser o raio do horizonte de
eventos de um buraco negro com uma massa igual a
massa da Terra?

Dados:
Massa da Terra: M = 6,0 - 10%*kg;
Constante de Gravitacdo Universal:

G=6,67-10"12N -m? kg%
Velocidade da luz no vacuo: 3,0 - 105 m/s
a)9 um.

Resposta: B

30. (ITA-02) Um dos fendbmenos da dindmica de
galaxias, considerado como evidéncia da existéncia de
matéria escura, é que estrelas giram em torno do
centro de uma galaxia com a mesma velocidade
angular, independentemente de sua disténcia ao
centro. Sejam M1 e M2 as porgdes de massa

(uniformemente distribuida) da galéxia no interior de
esferas de raios R e 2R, respectivamente. Nestas
condigdes, a relacdo entre essas massas € dada por:
a) M2 =M.

b) M2 =2M1.
c) M2 =4M1.
d) M2 =8Mj1.
e) M2 =16M1.

Resposta: D

31, (ITA-03)
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0 a
c
d

Variagbes no campo gravitacional na superficie da
Terra podem advir de irregularidades na distribuigéo
de sua massa. Considere a Terra como uma esfera de
raio R e de densidade p, uniforme, com uma cavidade
esférica de raio a, inteiramentente contida no seu
interior. A distancia entre os centros O, da Terra, e C,
da cavidade, ¢ d, que pode variar de 0 (zero) até R - a,
causando, assim, uma variagdo do campo
gravitacional em um ponto P, sobre a superficie da
Terra, alinhado com O e C. (Veja a figura). Seja G1 a

intensidade do campo gravitacional em P sem a
existéncia da cavidade na Terra, e G2, a intensidade
do campo no mesmo ponto, considerando a existéncia
da cavidade. Entdo, o valor maximo da variagdo
relativa: (G1 - G2)/G1, que se obtém ao deslocar a

posicédo da cavidade, é

32. . (ITA-03) Sabe-se que a atragdo gravitacional da
lua sobre a camada de agua € a principal responséavel
pelo aparecimento de marés oceanicas na Terra. A
figura mostra a Terra, supostamente esférica,
homogeneamente recoberta por uma camada de
agua.

web scientia

Terra

Lua
: : O
agua

Nessas condigdes, considere as seguintes afirmativas:
|. As massas de agua proximas das regides A e B
experimentam marés altas simultaneamente.

ll. As massas de agua proximas das regides A e B
experimentam marés opostas, isto é, quando A tem
maré alta, B tem maré baixa e vice-versa.

lIl. Durante o intervalo de tempo de um dia ocorrem
duas marés altas e duas mareés baixas.

Entdo, esta(&o) correta(s), apenas
a) a afirmativa .

b) a afirmativa II.

c) a afirmativa Ill.

d) as afirmativas | e Il.

e) as afirmativas | e IIl.

Resposta: E

33. (Ita 2004) Uma estrela mantém presos, por meio
de sua atracdo gravitacional, os planetas Alfa, Beta e
Gama. Todos descrevem orbitas elipticas, em cujo
foco comum se encontra a estrela, conforme a
primeira Lei de Kepler. Sabe-se que 0 semieixo maior
da orbita de Beta é o dobro daquele da drbita de
Gama. Sabe-se também que o periodo de Alfa é /2
vezes maior que o periodo de Beta. Nestas condigdes,
pode-se afirmar que a razao entre o periodo de Alfa e
0 de Gama é:

Resposta: C

34. (ITA-05) Satélite sincrono é aquele que tem sua
orbita no plano do equador de um planeta, mantendo-
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se estacionario em relacdo a este. Considere um
satélite sincrono em orbita de Jupiter cuja massa é M,
= 1,9 x 1027 kg e cujo raio & Ry = 7,0 x 107 m. Sendo
a constante da gravitacdo universal G = 6,7 x 10-11

m3 kg-1 S-2 e considerando que o dia de Jupiter é de
aproximadamente 10 h, determine a altitude do satélite
em relagdo a superficie desse planeta.

Resposta: 9,1 x 107 m.

35. (ITA-05) Dois corpos esféricos de massa M e 5M
e raios R e 2R, respectivamente, sdo liberados no
espaco livre. Considerando que a unica forca
interveniente seja a da atragéo gravitacional mutua, e
que seja de 12R a distancia de separacao inicial entre
0s centros dos corpos, entdo, o espaco percorrido pelo
corpo menor até a colisao sera de

121

Resposta: D

36. (ITA-07) Langado verticalmente da Terra com
velocidade inicial Vg, um parafuso de massa m chega
com velocidade nula na 6rbita de um satélite artificial,
geoestacionario em relagdo a Terra, que se situa na
mesma vertical. Desprezando a resisténcia do ar,
determine a velocidade V(g em funcdo da aceleragéo
da gravidade g na superficie da Terra, raio da Terra R
e altura h do satélite.

web scientia

_ |2'E'R'h
"~.|| (R+h)

Resposta: v,

37. (ITA-08) A estrela ané vermelha Gliese 581 possui
um planeta que, num periodo de 13 dias terrestres,
realiza em torno da estrela uma orbita circular, cujo
raio é igual a 1/14 da disténcia média entre o Sol e a
Terra. Sabendo que a massa do planeta é
aproximadamente igual a da Terra, pode-se dizer que
a razéo entre as massas da Gliese 581 e do nosso Sol
é de aproximadamente:

Resposta:D

38. (ITA-08) Numa dada balanga, a leitura € baseada
na deformacdo de uma mola quando um objeto é
colocado sobre sua plataforma. Considerando a Terra
como uma esfera homogénea, assinale a opgéo que
indica uma posicdo da balanga sobre a superficie
terrestre onde o objeto tera a maior leitura.

a) Latitude de 45°.
b) Latitude de 60°.

c) Latitude de 90°.

d) Em qualquer ponto do Equador.

e) A leitura independe da localizagédo da balanca ja
que a massa do objeto é invariavel.

Resposta: C
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39. (ITA-09) Desde os idos de 1930, observacbes
astrondmicas indicam a existéncia da chamada
matéria escura. Tal matéria ndo emite luz, mas a sua
presenca € inferida pela influéncia gravitacional que
ela exerce sobre 0 movimento de estrelas no interior
de galaxias. Suponha que, numa galéxia, possa ser
removida sua matéria escura de massa especifica p >
0, que se encontra uniformemente distribuida.
Suponha também que no centro dessa galaxia haja
um buraco negro de massa M, em volta do qual uma
estrela de massa m descreve uma oOrbita circular.
Considerando 6rbitas de mesmo raio na presenga € na
auséncia de matéria escura, a respeito da forga
gravitacional resultante F exercida sobre a estrela e
seu efeito sobre 0 movimento desta, pode-se afirmar
que:

a) F ¢ atrativa e a velocidade orbital de m n3o se
altera na presenca da matéria escura.

b) F é atrativa e a velocidade orbital de m é menor na
presenca da matéria escura.

c) F & atrativa e a velocidade orbital de m é maior na
presenca da matéria escura.

d) F é repulsiva e a velocidade orbital de m é maior
na presenga da matéria escura.

e) F é repulsiva e a velocidade orbital de m é menor
na presencga da matéria escura.

Resposta: C

40. (ITA-09) Lua e Sol sdo os principais responsaveis
pelas forcas de maré. Estas s&o produzidas devido as
diferengas na aceleragdo gravitacional sofrida por
massas distribuidas na Terra em razdo das
respectivas diferencas de suas distancias em relagao
a esses astros. A figura mostra duas massas iguais,
m1 = m2 = m, dispostas sobre a superficie da Terra
em posicdes diametralmente opostas e alinhadas em
relagdo a Lua, bem como uma massa mQ = m situada
no centro da Terra. Considere G a constante de
gravitacdo universal, M a massa da Lua, r o raio da
Terra e R a distancia entre os centros da Terra e da
Lua. Considere, também, fo,, fi, e f, as forgas
produzidas pela Lua respectivamente sobre as massas
mo, mi e my. Determine as diferencas (fi-~fo;) e
(fr~foz) sabendo que devera usar a aproximagao
L _ =1 —axquandox « 1.

(1+x)®
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\
Lua
@
\

\
\

: 1 2R 1
Resposta: f1; — foz = GMm Y 1—E Y
2GMmr
f2z —foz = R

41. (ITA-10) Considere a Terra como uma esfera
homogénea de raio R que gira com velocidade angular
uniforme w em torno do seu préprio eixo Norte-Sul. Na
hipbtese de auséncia de rotagdo da Terra, sabe-se
que a aceleracédo da gravidade seria dada por g = G

M/ R2. Como w # 0, um COrpO em repouso na
superficie da Terra na realidade fica sujeito
forcosamente a um peso aparente, que pode ser
medido, por exemplo, por um dinamdmetro, cuja
direcao pode n&o passar pelo centro do planeta.

-

Equador

Entdo, o peso aparente de um corpo de massa m em
repouso na superficie da Terra a uma latitude A é dado
por

a) mg — mw2Rcos A.

b) mg — mwZRsen2 A.

2
C) mg\/l—{Za)zR/g+(m2R/g) }senzx.

2

d) mg\/l—[szR/g—(sz/g) }coszk.
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2
e) mg\/l—{ZmzR/g—(u)ZR/g) }senz?\.

Resposta: D

42. (ITA-10) Considere um segmento de reta que liga
0 centro de qualquer planeta do sistema solar ao
centro do Sol. De acordo com a 22 Lei de Kepler, tal
segmento percorre areas iguais em tempos iguais.
Considere, entdo, que em dado instante deixasse de
existir o efeito da gravitagao entre o Sol e o planeta.

Assinale a alternativa correta.

a) O segmento de reta em questdo continuaria a
percorrer areas iguais em tempos iguais.

b) A orbita do planeta continuaria a ser eliptica, porem
com focos diferentes e a 22 Lei de Kepler continuaria
valida.

c) A orbita do planeta deixaria de ser eliptica e a 2° Lei
de Kepler ndo seria mais valida.

d) A 22 Lei de Kepler so é valida quando se considera
uma forga que depende do inverso do quadrado das
distancias entre os corpos e, portanto, deixaria de ser
valida.

e) O planeta iria se dirigir em dire¢ao ao Sol.

Resposta: A

43. (ITA-10) Derive a 32 Lei de Kepler do movimento
planetério a partir da Lei da Gravitagdo Universal de
Newton considerando orbitas circulares.

Resposta: Ver com o professor

44. (ITA-11) Na ficcdo cientifica A Estrela, de H.G.
Wells, um grande asteroide passa proximo a Terra
que, em consequéncia, fica com sua nova orbita mais
préxima do Sol e tem seu ciclo lunar alterado para 80
dias. Pode-se concluir que, apos o fenémeno, o ano
terrestre e a distancia Terra-Lua véo tornar-se,
respectivamente,

a) mais curto — aproximadamente a metade do que era
antes.

b) mais curto — aproximadamente duas vezes o que
era antes.

C) mais curto — aproximadamente quatro vezes o que
era antes.

d) mais longo - aproximadamente a metade do que
era antes.

web scientia

e) mais longo — aproximadamente um quarto do que
era antes.

Resposta: B

45. (UFPI-PSE) Suponha que um asteroide esférico,
de raio R, possui uma cavidade esférica de raio R/4,
conforme a figura a seguir:

8

/.H

|

D

A parte maci¢ca do asteréide € homogénea. Se sua
cavidade fosse preenchida com igual densidade, sua
massa seria M. A aceleragao da gravidade no ponto S
da superficie do asterdide vale:

7GM
a)

a.R=

7GM
9-R?

b)

35GM

O
d) M

RZ

oGM
a:-R*®

)

Resposta: C (Falta conferir)

46. (ITA-Modificada) O professor Herbert Aquino
pede que vocé determine o trabalho necessario para
levar a particula de massa M/3 do ponto “A” até o
ponto “B”, em fungédo da constante de gravitagcéo G,
quando essa particula se encontra sob a acio de 2
massas, ‘M’ e “2M”, conforme indica a figura abaixo.

Observacao: Fazer a figura

47. (P.Lucie) Uma nave espacial tripulada por
marcianos chega a vizinhanga da Terra (de massa M)
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seguindo uma orbita hiperbdlica cuja assintota dista b
do centro da Terra. Quando a nave se encontrava a
uma disténcia muito grande da Terra, sua velocidade
era Vo. Qual a relagdo entre Vo, b e a distancia de
perigeu a?

Sugestdo do professor Herbert: Aplique a
conservagdao do momento angular e da energia
mecanica.

2-G-M

Resposta: Vo (% - 1) ==
48. (Halliday) O problema seguinte foi apresentado
na “Olimpiada” da Universidade Publica de Moscou,
em 1946 (veja a Figura): Numa esfera de chumbo de
raio R, faz-se uma cavidade esférica de tal modo que
a sua superficie toca a superficie externa da esfera de
chumbo e passa pelo centro desta. A massa da esfera
antes que a cavidade fosse feita era M. Com que
forca, de acordo com a lei da gravitagdo universal, a
esfera de chumbo ird agora atrair uma pequena esfera
de massa m, que esta a distancia d do centro da
esfera de chumbo, sobre uma linha reta que une os
centros das esferas e da cavidade?

web scientia

. — GmM 1
Resposta: F = ——[1 — ———

49. (Halliday) Dois objetos, cada um de massa m,
estdo pendurados em fios de diferentes
comprimentos em uma balangca, na superficie da
Terra, conforme a figura abaixo. Se os fios tém massa
desprezivel e a diferenca entre seus comprimentos &
h.

ALLII SIS AP IS IS,

Mostre que o erro ha pesagem, associado ao fato de
que P’ esta mais perto da Terra que P é:

8-m-G-p-m-h

3
Onde p é a densidade média da Terra. Considere
h <« R e use se necessario aproximagao
(1+x)" =1 +nx.

P'—P=

50. (Halliday) Mostre que, no fundo de um pogo de
uma mina vertical de profundidade D, o valor de g sera
D
s=sn (1-2)
onde gs € o valor na superficie. Suponha que a Terra

seja uma esfera uniforme de raio R.

51. (Halliday) Dois objetos pontuais, cada um de
massa m, estdo conectados por uma corda sem
massa de comprimento L. Os objetos estao suspensos
verticalmente proximos a superficie da Terra de
maneira que um objeto estd pendurado embaixo do
outro. Entdo os objetos séo liberados. Considerando
que a massa da Terra € M e seu raio é R, mostre a
tracdo na corda é:
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52. (Halliday) A taxa de rotacdo mais rapida possivel
de um planeta é aquela para a qual a forca
gravitacional sobre o material no equador prové
apenas a forga centripeta necessaria para a rotagao.
Mostre entdo que o mais curto periodo de rotacao
correspondente € dado por:
s

= e

N P
Onde p € a massa especifica média do planeta,
suposta ser homogénea.

53. (Halliday) Um foguete se extingue a uma altitude h
acima da superficie da Terra. Sua velocidade vo no
momento da extin¢do excede a velocidade de escape
Vesc apropriada para aquela altitude. Mostre que a
velocidade v do foguete quando muito longe da Terra
¢ dada por:

V= (vﬁ — Vﬁsc)uz

54. (Halliday) Um foguete é acelerado até uma
velocidade v = zﬁjg-—RT proximo a superficie da
Terra e entdo segue subindo. Mostre que muito longe
da Terra, sua velocidade é de v' = ,/2- g- Ry.

55. (Halliday) Um satélite, em uma odrbita eliptica de
excentricidade e, tem uma velocidade va no apogeu,
VP NO perigeu e Vo nas extremidades do semi-eixo
menor de sua érbita. Mostre que:

Va 1—e

Vp [1 + e]

56. (Halliday) Um cometa move-se em uma orbita de
excentricidade igual a 0,880 e tem velocidade de 3,72
km/s quando esta o mais distante possivel do Sol.
Determine a sua velocidade quando estiver no ponto
mais proximo do Sol.

Resposta: 58,3 km/s

57. (Halliday) Considere um satélite artificial em uma
Orbita circular em torno da Terra. Diga como as

web scientia

seguintes propriedades do satélite variam em fungéo
do raio r de sua orbita:

a) Periodo:

b) Energia cinética:

¢) Momento angular:

d) Velocidade:

58. (Physics Challenger) Um planeta esférico
homogéneo gira em torno de seu eixo. A velocidade
de um ponto no equador do planeta € v. Devido a
rotagdo do planeta em torno de seu eixo a aceleragao
da gravidade no equador do planeta é igual a 1/2 da
aceleragdo da gravidade nos polos. A velocidade de
escape da particula (ve) nos polos do planeta em
termos de v é:

a)vg = 2v
b) vg = v/2
C)vg =V

d) vy = +/3v
Resposta:A

59. (Physics Challenger-Modificada) O professor
Herbert Aquino pede que vocé determine a velocidade
minima que deve possuir uma particula de massa m
projetada a partir do ponto C na presenga de dois
outros corpos (A e B) cada um de massa M para que
ela escape da atragao gravitacional destas particulas.

VMIN

C@I30° __
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// N

;7 IR AN
I \
// I N\

|
|

Q'G'MWE
Resposta: Viqin = R

60. (IIT-JEE) A distancia entre duas estrelas é igual a
10 a. As massas das estrelas séo iguais a M e 16M e
seus raios iguais a a e 2a respectivamente. Um corpo
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de massa m é atirado da superficie da estrela maior
em dire¢do a estrela menor ao longo da reta que une
os seus centros. O professor Herbert Aquino pede que
vocé calcule a velocidade minima necessaria que deve
ser dada ao corpo para que ele atinja a superficie da
estrela menor. Obtenha a resposta em fungéo de G, M
ea.

345 G-M
Resposta:Vyin = B . a

61. (New Pattern- DC Pandey) Uma particula é
projetada da superficie da Terra com uma velocidade
igual a velocidade de escape do planeta formado um
angulo de 45 ° com horizontal. Determine o angulo
formado entre a velocidade com a horizontal quando o
objeto atinge uma altura em relagdo a superficie da
Terra igual a R. (Interprete a reta horizontal como a
reta tangente a superficie de raio 2R no ponto pedido).

Resposta: 60°

62. Trés particulas idénticas de mesma massa m séo
colocadas nos vértices de um tridngulo equilatero de
lado a. O professor Herbert Aquino pede que vocé
calcule o trabalho necessario para aumentar a
separagao entre as particulas para uma distancia 2a.

63. Dois satélites de mesma massa m orbitam a Terra
(raio R e massa M) em uma mesma 6rbita de raio r e
giram em sentidos opostos. Em um determinado
instante, eles sofrem uma colisdo perfeitamente
inelastica. O professor Herbert Aquino pede que vocé
determine a energia total do sistema antes e depois da
coliso.

64. Quatro particulas idénticas, cada uma de massa
m, se movimentam ao longo de uma circunferéncia de
raio r devido a atragdo gravitacional mutua entre elas
conforme mostra a figura abaixo. O professor Herbert
Aquino pede que vocé determine a velocidade de cada
uma das particulas.
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